内 容 提 要 


本 书 是 学 习 几 何 学 的 入 门 教材 。 书 中 既 讲解 了 空间 解析 几何 的 
基本 内 容 和 方法 (向 量 代数 , 仿 射 坐标 系 ,空间 的 直线 和 平面 ,常见 
曲面 等 ), 又 讲解 了 仿 射 几何 学 中 的 基本 内 容 和 思想 ( 仿 射 坐标 变 
换 , 二 次 曲线 的 仿 射 理 论 , 仿 射 变换 和 保 距 变 换 等 ), 还 介绍 了 射影 
几何 学 中 的 基本 知识 , 较 好 地 反映 了 几何 学 课程 的 全 貌 。 全 书 共 分 
五 章 , 每 章 内 都 附 有 一 定数 量 的 习题 , 书 末 附 有 习题 答案 和 提示 , 便 
于 读者 深入 学 习 或 自学 。 

本 书 突出 几何 思想 的 教育 ,强调 形 与 数 的 结合 ;方法 上 强调 解 
析 法 和 综合 法 并 重 ;内 容 编 排 上 采用 “实例 一 理论 一 应 用 ”的 方式 ， 
具体 易 懂 ; 内 容 选 取 上 兼顾 各 类 高 校 的 教学 情况 ,具有 广泛 的 适用 
性 。 本 书 表达 通顺 ,说 理 严 谨 , 阐 述 深入 浅 出 .因此 ,本 书 是 一 本 颇具 
特色 为 广大 高 校 欢迎 的 解析 几何 课程 教材 。 

本 书 可 作为 综合 性 大 学 和 师范 类 大 学 数学 系 、 物 理 系 等 相关 学 
科 的 教材 ,对 于 那些 对 几何 学 有 兴趣 的 大 学 生 和 其 他 读者 也 是 一 本 
适宜 的 课外 读物 或 参考 书 。 
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几何 学 是 一 门 古老 而 又 保持 着 旺盛 生命 力 的 数学 学 科 . 追 淹 
历史 , 它 是 分 析 、 代 数 等 许多 数学 分 支 产 生 和 发 展 的 基础 和 背景 ， 
又 是 数学 联系 实际 应 用 的 重要 桥梁 . 它 体现 了 形 与 数 的 结合 ,演绎 
法 与 解析 法 的 结合 . 它 的 直观 性 、 实 验 性 的 特点 启示 了 许多 新 思 
想 . 新 原理 的 诞生 . 因此 几何 课程 对 于 数学 类 专业 大 学 生 的 综合 素 
质 的 培养 是 十 分 重要 的 ,加 强 综合 大 学 数学 系 几何 课程 的 教学 , 现 
在 已 经 成 为 一 种 共识 ,然而 目前 几何 课程 的 安排 还 很 薄弱 . 为 此 ， 
解析 几何 课程 担负 着 培养 学 生 几 何 思想 ,加强 他 们 的 几何 观念 的 
重要 任务 . 

本 书 是 为 北京 大 学 数学 科学 学 院 几 何 学 课程 的 需要 而 编写 
的 .“ 解 析 几 何 ”( 现 在 称 为 “几何 学 ”) 是 数学 科学 学 院 为 本 院 全 体 
本 科 生 开设 的 第 一 门 几何 学 课程 ,是 我 院 的 传统 重要 基础 课 . 本 书 
编者 从 1981 年 起 在 北京 大 学 数学 系 讲授 本 课程 ,累计 达 十 余 次 ， 
对 该 课程 有 着 深刻 的 理解 ,对 谍 程 内 容 的 取舍 ,对 各 部 分 内 容 的 处 
理 和 讲解 方法 等 方面 都 有 着 丰富 的 经 验 , 并 积累 了 大 量 的 素材 . 在 
此 基础 上 ,为 适应 教学 改革 的 要 求 编写 了 这 本 新 教材 . 编写 时 我 们 
也 考虑 了 其 他 综合 大 学 和 师范 院 校 的 教学 情况 ,使 得 它 有 着 广泛 
的 适用 性 . z 

本 书 从 内 容 上 说 不 单 是 严格 意义 的 空间 解析 几何 (这 部 分 内 
容 只 占 一 小 半 ) ,还 包含 有 仿 射 几何 和 射影 几何 的 内 容 . 欧 氏 几何 
(传统 解析 几何 的 内 容 )、 仿 射 几何 和 射影 几何 在 本 书 中 是 有 机 地 
联系 起 来 的 ,以 仿 射 几何 为 主线 , 欧 氏 几何 作为 其 特殊 情形 ,射影 
几何 看 作 其 延伸 . 

-加 强 对 学 生 几 何 素质 的 培养 是 几何 课程 的 重要 目的 ,也 是 编 
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写本 书 的 指导 思想 . 所 有 重要 概念 的 定义 都 是 几何 本 义 的 ( 近 些 年 
有 的 国内 教材 为 了 省 事 , 常 常用 代数 方法 定义 几何 概念 ). 还 着 重 
介绍 了 几 个 重要 的 几何 思想 ,如 不 变量 .坐标 变换 和 点 变换 .几何 
学 的 分 类 等 等 ,使 得 学 生 通 过 学 习 能 加 深 对 几何 学 的 认识 . 在 方法 
上 ,强调 解析 法 与 综合 法 并 重 ,并 注重 几何 直观 与 推理 能 力 的 培 
养 . 

考虑 到 读者 是 刚刚 跨 进 大 学 门 的 学 生 , 而 几何 学 的 有 些 理论 
对 他 们 来 说 比较 抽象 ,编写 本 书 时 ,我 们 努力 做 到 深入 浅 出 ,使 得 
学 生 容易 理解 接受 . 我 们 采用 “实例 一 理论 一 应 用 ”的 路 线 , 在 引进 
新 概念 、 新 方法 之 前 , 精 选 了 生动 有 趣 的 例子 ,展现 出 理论 产生 的 
背景 ,理论 的 出 现 就 显得 自然 ,容易 理解 和 接受 . 

本 书 共 分 为 五 章 . 

第 一 二 两 章 是 空间 解析 几何 部 分 ,类 似 于 中 学 的 平面 解析 几 
何 ,一般 学 生 不 会 感到 很 困难 .但 是 第 一 章 中 的 向 量 法 、 仿 射 坐 标 
系 等 对 多 数学 生来 说 是 新 鲜 事物 . 第 二 章 中 讨论 图 形 的 方程 是 在 
仿 射 坐标 系 中 进行 的 ,有 别 于 中 学 ,这 也 是 仿 射 几何 的 基础 . 注意 
求 图 形 的 方程 的 轨迹 法 : 分 析 图 形 上 的 点 的 几何 特征 并 用 坐标 表 
示 出 来 ,得 到 图 形 的 方程 . 

第 三 章 介绍 坐标 变换 ,并 用 其 研究 二 次 曲线 . 这 部 分 的 计算 有 
些 繁杂 ,学 习 时 应 着 眼 于 问题 的 提出 和 解决 的 思路 ,不 要 陷 在 繁杂 
的 论证 中 ,迷失 了 方向 (有 的 繁杂 的 论证 可 先 撤 开 不 看 ). 注意 领会 
“不 变量 ”这 一 重要 的 几何 思想 . 

第 四 章 讨论 仿 射 变换 (和 其 特殊 情形 . 保 距 变 换 ). 这 是 仿 射 
几何 学 的 核心 内 容 . 本 章 内 容 较 前 面 的 抽象 ,方法 上 较 多 地 运用 逻 
辑 推理 ,因此 难度 较 大 ,但 学 生 在 学 习 中 得 到 的 提高 也 大 . 本 章 建 
立 了 图 形 的 等 价 、 上 度量 性 质 、 仿 射 性 质 等 概念 ,并 提出 几何 学 的 分 
类 思想 . 注意 这 些 几 何 思想 在 解决 几何 问题 中 的 应 用 . 

第 五 章 介 绍 射影 几何 的 最 基本 的 概念 ,讨论 几何 图 形 的 射影 
性 质 , 这 些 都 是 很 抽象 的 内 容 . 学 习 这 部 分 内 容 应 该 先 从 例子 (本 
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章 之 初 ,我 们 以 生动 有 趣 的 例子 展现 理论 的 背景 ) 感 受 建立 理论 的 
目的 ,并 了 解 其 应 用 . 还 应 注意 和 前 几 章 的 内 容 联系 、 比 较 . 

本 书 的 每 一 节 都 配 有 丰富 的 习题 ,其 中 包括 一 些 有 一 定 难 度 
的 题 . 在 答案 和 提示 中 ,给 出 了 比较 好 的 解 题 思路 ,力求 自然 , 简 
捷 . 

解析 几何 是 一 学 期 的 课程 ,根据 我 们 以 往 教学 实践 的 经 验 ,在 
一 学 期 内 讲 完 本 书 的 内 容 时 间 并 不 宽松 . 如 果 要 让 教学 安排 得 从 
容 些 ,建议 可 放弃 第 五 章 ,或 者 用 其 中 的 例子 扼要 介绍 该 章 的 思 
想 . 在 其 他 各 章 中 , 标 有 “x* ”号 或 排 小 字号 的 内 容 ( 它 们 或 是 比较 
复杂 的 论证 ,或 是 离开 主线 较 远 的 内 容 ) ,都 可 不 讲 , 留 给 有 兴趣 的 
学 生 自 己 阅读 . 

编者 在 讲授 该 课程 时 ,采用 了 北京 大 学 数学 系 以 前 编写 的 两 
本 同名 教材 ( 吴 光 条、 丁 石 孙 、 姜 伯 驹 、 田 畴 编著 ,解析 几何 ,人 民 教 
育 出 版 社 ,1961; 丘 维 声 编 ,解析 几何 ,北京 大 学 出 版 社 ,1996. )， 
它们 对 编者 几何 学 教学 思想 的 形成 和 对 本 书 的 体系 的 影响 是 不 言 
而 喻 的 ,本 书 的 有 些 素材 也 是 从 这 两 本 书 中 移植 的 . 在 此 谨 向 这 两 
本 书 的 作者 们 深 表 感谢 . 段 海豹 教授 和 编者 共同 在 北京 大 学 数学 
学 院 讲 授 本 课程 ,经 常 在 一 起 研讨 ,使 编者 得 益 菲 浅 ,在 此 谨 向 他 
表示 衷心 的 感谢 . 数学 学 院 的 包 志 强 等 年 轻 教 师 也 参与 了 本 课程 
的 教学 ,在 此 也 向 他 们 表示 囊 心 的 感谢 . 

还 要 感谢 北京 大 学 数学 学 院 的 历届 学 生 们 ,历来 教学 相 长 ,在 
形成 本 书 的 过 程 中 , 他们 给 了 编者 很 多 帮助 . 

本 书 的 出 版 只 是 一 个 阶段 教学 实践 的 总 结 , 但 愿 它 能 成 为 推 
动 几何 学 课程 和 教材 向 前 发 展 的 良好 的 基础 . 但 是 由 于 编者 个 人 
的 局 限 性 ,本 书 肯定 会 有 许多 不 足 之 处 ,也 难免 会 出 现 一 些 错 误 ， 
欢迎 广大 读者 批评 指正 . 


尤 承 业 
2003 年 3 月 
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第 一 章 向 量 代 数 


解析 几何 的 基本 内 涵 和 方法 是 坐标 法 . 这 是 大 家 在 中 学 的 平 
面 解 析 几 何 课程 中 早已 熟悉 的 方法 . 概括 地 讲 , 它 的 基本 思想 是 ， 
在 平面 上 (或 空间 中 ) 建 立 坐 标 系 ,平面 上 (或 空间 中 ) 的 点 就 可 用 
有 序数 组 ( 即 点 的 坐标 ) 来 表示 ,在 此 基础 上 几何 图 形 就 可 以 用 方 
程 一 一 即 几 何 图 形 上 的 点 的 坐标 所 满足 的 数量 关系 一 一 来 表示 . 
于 是 ,几何 问题 就 可 转化 为 代数 问题 ,从 而 代数 方法 被 引入 几何 学 
的 研究 中 来 . 

本 书 中 ,坐标 法 仍然 是 最 基本 的 方法 ,但 是 我 们 将 作 发 展 : 不 
再 局 限于 直角 坐标 系 ,还 将 要 引进 仿 射 坐标 系 . 此 外 ,我 们 还 要 引 
入 一 个 辅助 方法 : 向 量 法 , 它 也 是 把 代数 运算 引进 几何 学 的 方法 . 
向 量 有 很 强 的 几何 直观 ,同时 又 可 直接 进行 代数 运算 . 把 几何 问题 
用 向 量 来 表述 ,然后 利用 向 量 的 运算 来 解决 ,这 就 是 向 量 法 . 许多 
问题 用 向 量 法 处 理 既 简捷 ,又 直观 . 把 向 量 法 和 坐标 法 结合 使 用 ， 
能 使 解 题 思路 更 加 灵巧 简捷 . 向 量 还 是 建立 仿 射 坐 标 系 的 基础 . 

本 章 我 们 要 讨论 向 量 的 两 类 运算 : 线性 运算 和 度量 运算 (内 
积 和 外 积 ), 以 及 它们 的 性 质 和 应 用 . 并 利用 向 量 的 分 解 定理 建 立 
仿 射 坐标 系 ,为 向 量 法 在 全 书 中 的 应 用 打下 基础 . 


$1 向 量 的 线性 运算 


1.1 向 量 的 概念 .记号 和 几何 表示 


阿 量 的 概念 最 初 来 自 物理 学 . 许多 物理 量 不 仅 有 大 小 ,还 有 方 
同 ,如 位 移 、 速 度 、 力 等 等 ,现在 在 物理 学 中 把 这 类 物理 量 称 为 矢 
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量 . 抛弃 它们 的 物理 意义 ,只 留 下 大 小 和 方向 两 个 要 素 ,就 抽象 为 
在 数学 中 的 向 量 概念 : 既 有 大 小 ,又 有 方向 的 量 称 为 向 量 . 

如 果 两 个 向 量 大 小 相等 .方向 相同 ,就 说 它们 相等 . 

本 书 中 常用 黑 斜 体 小 写 西 文字 母 来 命名 一 个 向 量 ,如 向 量 a， 
6 ,7 ,asbsc 等 (对 于 数 则 用 普通 的 小 写 斜 体 西 文字 母 表示 ). 用 绝 
对 值 记号 表示 向 量 的 大 小 ,如 |a | 表示 向 量 a 的 大 小 . 

大 小 为 零 的 向 量 称 为 零 向 量 , 就 记 作 0. 零 向 量 是 惟一 方向 不 
确定 的 向 量 . 

和 一 个 向 量 a 大 小 相等 .方向 相反 的 向 量 称 为 a 的 反 向 量 , 记 
作 一 a .显然 , a = 一 a 的 充分 必要 条 件 是 a 为 零 向 量 . 

如 果 向 量 a 与 8 方向 相同 或 相反 ,就 说 它们 平行 , 记 作 a W/W 
8 .为 了 以 后 论述 起 来 方便 ,认定 零 向 量 和 任何 向 量 都 平行 . 

如 果 向 量 a 与 8 的 方向 互相 垂直 ,就 说 它们 垂直 或 正 交 , 记 
作 a LB .认定 零 向 量 和 任何 向 量 都 正 交 . 显然 ,如 果 天 0, 则 和 
a 既 平 行 ,又 垂直 的 向 量 只 有 零 向 量 . 

几何 上 ,用 有 向 线段 表示 向 量 . 确定 了 

方向 的 线段 称 为 有 向 线段 . 为 了 表明 线段 

的 方向 ,只 要 指定 线段 的 两 个 端点 中 哪个 

是 起 点 ,哪个 是 终点 . 如 果 有 向 线段 的 起 终 

3 点 分 别 为 4 和 B, 就 把 它 记 作 4 户 有 向 线 

Re 段 的 长 度 和 方向 正好 表示 了 向 量 的 大 小 和 

方向 这 两 个 因素 ,以 后 我 们 就 把 它 看 作 向 量 . 按照 几何 学 的 习惯 ， 

我 们 把 向 量 的 大 小 称 为 长 度 . 有 向 线段 还 有 位 置 这 个 几何 因素 ,但 

是 当 把 它 看 作 向 量 时 ,位 置 是 不 起 作用 的 . 因此 , 当 一 个 有 向 线段 

作 平移 时 , 它 表示 的 向 量 不 改变 . 例如 在 图 1. 1 中 , 4BCD 是 一 个 
平行 四 边 形 , 则 


D 


AB = De, AD = BC. 
对 任 一 向 量 a 和 任 取 一 点 4, 存 在 惟一 点 B, 使 得 A 记 ==a. 显 
然 有 
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AB=0<— A=8; BA =— AB. 


1.2 向 量 的 线性 运算 


向 量 的 线性 运算 是 指 加 ( 减 ) 法 和 数 乘 这 两 种 运算 . 它们 都 是 
从 物理 学 中 矢量 相应 的 运算 抽象 来 的 . 

1. 向 量 的 加 法 

作用 在 同一 物体 上 的 两 个 力 有 合成 法 则 ,位 移 等 其 他 矢量 也 
可 合成 . 这 就 是 向 量 加 法 的 背景. 

定义 1.1 两 个 向 量 a 与 8 的 和 也 是 一 个 向 量 , 记 作 a 十 8. 规 
定 如 下 : 任 取 一 点 4, 作 4B=a ,BC=p , 则 a 十 Bp AC( 图 1.2). 


(0 D C 
a+h 
Bb Bb 
A a Bb A a B. 
图 1.2 图 1.3 


这 种 求 两 个 向 量 之 和 的 方法 称 为 加 法 的 三 角形 法 则 . 容易 看 
出 ,定义 中 4 点 的 选择 不 会 影响 结果 . 

求 两 个 向 量 之 和 的 另 一 方法 称 为 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 . 取 
定 一 点 4, 作 A 方 =a ,4 方 =p8 ,以 线段 AB 和 AD 为 两 边 , 作 平 行 
四 边 形 A4BCD, 则 a 十 8 =ACE( 图 1.3). 

向 量 的 加 法 适合 交换 律 和 结合 律 , 即 对 任意 向 量 a,B 和 7Y 有 
等 式 


(1) a tp =B+a; 

(2) (a+p)+Y =a + (B+7). 
这 两 个 等 式 都 容易 从 定义 推出 . 用 平行 四 D> 
边 形 法 则 可 直接 得 到 (1); 用 三 角形 法 风 dA 
证 明 (2) 更 方便 ; 作 有 向 线段 / 


AB=a, BC=p, CD=7 (图 1.4)， 


则 

(a +B)+7 =AC+CP=APD=AB+BP=a+(p +7). 

从 定义 还 可 直接 得 到 

a 十 0=-ae 和 ae 二 (一 ea)=0. 

向 量 的 减法 是 加 法 的 逆 运 算 . 两 个 向 量 a 与 8 的 差 也 是 一 个 

向 量 , 记 作 a 一 8B , 它 满足 等 式 ， 
(a—p)+p=a. 
在 上 述 等 式 两 边 都 加 上 一 ,就 得 到 
a—p=a+t(— Bp), 

于 是 减法 化 为 加 法 . 

利用 上 面 的 关系 式 ,向 量 等 式 可 以 作 移 项 运算 , 即 把 等 式 某 一 
边 的 一 项 变 号 后 (十 变 一 ,一 变 十 ) 移 到 等 式 的 另 一 边 . 

例 1.1 设 0,A,B 是 空间 中 任意 三 点 , 则 下 面 等 式 总 成 立 : 


(1) AB=08—02,; (2) AB=AO— BO. 
证 明 (1) 式 可 由 等 式 
OA + AB = 08, 
把 O44 移 到 右边 即 得 到 . 
(2) 式 请 读者 自己 证 明 . 


例 1.2 设 A,B,C,D 是 空间 中 任意 四 点 , 则 
AB + CP = A + ca. 
证 明 方法 1. 因为 
AB+CP—AD— cB=AB+BC+CP+DA= 4A=0, 
作 移 项 , 即 得 结果 ， 


方法 2. 任意 取 一 点 O, 则 所 求 等 式 的 左边 
AB +cP = 08- 04+0P- Oo, 


等 式 的 右边 
A +cCh = 0 oA-+0B- oC, 
左右 两 边 相 等 . 
2. 向 量 与 数 的 乘积 


设 a 是 一 个 向 量 ,4 是 一 个 实数 . “与 14 的 乘积 也 就 是 “的 4 
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倍 , 在 物理 学 上 其 意义 是 明确 的 . 数学 上 把 它 抽象 为 下 面 的 运算 . 
定义 1.2 癌 量 x 与 实数 14 的 乘积 是 一 个 回 量 , 记 作 Ma . 它 的 
长 度 为 
laa | = |4|| el. 
在 a 和 4 都 不 为 0 时 (如 果 有 一 个 为 0, 则 显然 Ma =0), 它 的 方向 
规定 为 ; 车 4>0, 则 ha 与 a 同 向 ;车 4<0, 则 Xa 与 a 反 向 . 
通常 把 上 述 运 算 称 为 同 量 的 数 乘 . 
由 定义 , ha /a. 反 过 来 ,如 果 a 关 0, 并 且 向 量 B8/a, 则 B 
一 定 是 “的 倍数 . 只 要 令 4=e -| ,这 里 
1， 当 有 与 e 同 向 时 ， 
一 1， 当 B 与 a 反 向 时 ， 
就 有 PB ==ha .以 后 我 们 把 这 个 数 4 记 作 B /a .请 注意 ,这 个 记号 只 
当天 0, 并 且 B /a 时 才 有 意义 ,在 其 他 情形 是 没有 意义 的 . 这 种 
写法 的 合理 性 和 方便 之 处 在 于 它 符 合 分 式 运 算 的 规律 , 例如 当 
a 关 0, 并 且 Bp 和 7Y 都 平行 于 a 时 ， 
6+7_ 8 7 
a a 


a 


EE 二 


当 a ,PB ,7 两 两 平行 ,并 且 a ,B 都 不 为 零 时 ， 
了 有 了 
pa a 
(这 些 等 式 请 读者 自己 证 明 .) 
由 定义 容易 看 出 ， 
(1) Ma = 二 0 一 > 4 一 0 或 a 一 0; 
(2) la 一 &，( 一 1)a& 一 一 Q& . 
向 量 的 数 乘 运算 还 适合 以 下 规律 , 对 任意 向 量 a ,8 和 任意 
实数 4,y, 有 等 式 
(3) A(pa )= (M0)a; 
(4) (AM 十 pa 一 Me + pa; 
(5) A(a 十 8 ) 一 4 十 4 


验证 .(3) 两 边 的 长 度 都 等 于 |4| 1w|je | ,只 须 再 考虑 两 边 的 
方向 . 

不 妨 设 4,y,a 都 不 为 0 (否则 等 式 两 边 都 为 0). 如 果 hp 二 0， 
两 边 的 方向 都 和 a 一致, 如 果 hp 过 0, 两 边 的 方向 都 和 a 相反. 

(4) 如 果 4,p,a 中 出 现 0, 等 式 明 显 成 立 . 下 面 假定 它们 都 不 
为 0. 先 在 4,w 都 大 于 0 这 种 情形 证 明 . 此 时 ,CG 十 ja ,Ma 和 ja 
的 方向 都 和 a 一 致 ,从 而 ha 十 ja 和 G4 十 pj)a 方 向 一 致 ,并 且 


| 和 aa 十 ml=|l 和 | 十 lm|=| el 十 ae 
二 (|4| 十 |pxl)la|= 14+yxllal 
一 |(4 十 Ao ea |， 


在 4,p,4 十 & 中 出 现 负数 的 情况 ,只 用 把 系数 为 负数 的 项 移 到 
等 式 的 另 一 边 ,就 可 化 为 上 述 情形 . 例如 , 当 4 汪 0,y 二 0, 而 4 十 px 和 
0 时 ， 
(4 十 ApJa 一 M 十 pa > ha= (A+ Wao pa 
A+ at+ (pa= he, 
4 十 p 和 一 px 都 是 正 数 , 它 们 的 和 4, 变 为 已 证 的 情形 ， 
(5) 不 妨 假定 4,a ,8 都 不 为 0. 
如 果 a 与 8 平行 , 则 可 设 8 = jya， 
此 时 
Me 十 B ) 一 21 十 pa 
一 (AM 十 AM)e 【〔 用 (4)) 
一 Ma 十 Mpa (用 (3)) 
一 Ma 十 18 . 
图 1.5 如 果 a 与 8 不 平行 , 则 用 作 图 法 可 
证 明 等 式 ( 见 图 1. 5). 
上 面 所 介绍 的 向 量 线性 运算 的 性 质 都 是 很 有 用 的 ,要 求 大 家 
熟练 掌握 ， 
长 度 等 于 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 如 果 a 关 0, 则 a /|a | 是 单 
位 向 量 , 称 为 a 的 单位 化 . 
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1.3 向 量 的 分 解 


在 几何 问题 中 应 用 向 量 的 线性 运算 时 ,常常 涉及 到 向 量 分 解 
的 概念 . 

设 wa ,a, 是 一 组 向 量 , 六,，…… 是 一 组 实数 , 称 

ai 十 az 十 … 十 如 on 
为 alyaz，…，an 的 (系数 为 hj) 的 线性 组 合 , 它 也 是 一 个 向 
量 . 如 果 向 量 8 等 于 ma,…，w 的 一 个 线性 组 合 , 即 存在 一 组 实 
数 Al ,A2，… ,入 ,使 得 
P= Na ha 十 … 二 Aas, 
就 说 B 可 对 @ ,as，,… ,a 分解. 

在 给 出 有 关 问 量 分 解 的 一 个 重要 定理 之 前 , 先 介绍 向 量 共 线 
和 共 面 的 概念 . 

如 果 一 组 向 量 平行 于 同一 直线 ,就 称 它们 共 线 ;如 果 一 组 向 量 
平行 于 同一 平面 ,就 称 它们 共 面 . 向 量 组 wm ,as,… ,a 共 线 ( 面 ) 也 
就 是 ; 当 用 同一 起 点 O 作 有 向 线段 Oh.=ai, i 一 1,2,…,n 时 , 0， 
Al, 4A,,…,A, 共 线 ( 面 )， 

两 个 向 量 共 线 就 是 它们 平行 ,向 量 组 共 线 也 就 是 其 中 任何 两 
个 向 量 都 平行 ;向 量 组 共 面 也 就 是 其 中 任何 三 个 向 量 都 共 面 . 因此 
“判别 两 个 向 量 是 否 平 行 "? 和 “判别 三 个 向 量 是 否 共 面 ”, 这 两 个 问 
题 是 最 基本 的 ,也 是 在 应 用 中 是 最 常 遇 到 的 . 

从 共 面 的 意义 容易 看 出 ， 

(1) 如 果 三 个 同 量 中 有 一 个 为 零 向 量 ,或 者 其 中 有 两 个 共 线 ， 
则 它们 共 面 . 

. (2) 如 果 7 可 以 对 a ,8 分 解 , 则 a ,8 ,7 共 面 . 

定理 1. 1( 向 量 分 解 定理 ) (1) 如 果 三 个 向 量 a ,Bp ,7 共 面 ， 
并 且 a ,p 不 平行 , 则 y 可 以 对 a ,8 分 解 , 并且 其 分 解 方式 惟 

(2) 如 果 a ,8 ,7 不 共 面 , 则 任何 向 量 6 都 可 以 对 a,B ,7 分 
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解 ,并 且 分 解 方式 惟一 . 

证 明 (1) 令 O04=a,05=B ,CC=7. 由 条 件 可 知 , 0,A， 
B,C 这 四 点 共 面 ,而 0,4,B 不 共 线 . 于 是 ,过 C 点 且 平 行 于 0 六 
的 直线 与 0,A 两 点 决定 的 直线 相交 , 记 交 点 为 D( 图 1.6). 于 是 
0 万 Ma ,CEN B. 由 于 a,P 都 不 是 零 向 量 (因为 它们 不 平行 ), 存 
在 实数 ,使 得 OD= Na ,DC= pp 。 于 是 

7=0C06=0D+DC= + pp. 

下 面 用 反 证 法 说 明 分 解 方式 惟一 . 如 果 还 有 另 一 个 分 解 式 

7=Xa+yB 
(XW 一 4,p 一 不 全 为 0). 把 它 和 上 式 相 减 ,得 到 
(XA—AVa++(— ppB=0. 
不 妨 设 内 一 pr 天 0, 则 


二 
从 而 ap8 平 行 , 与 条 件 矛 盾 . 


O Aa DaAaA 
图 1.6 图 1.7 
(2) 令 04=a ,0=p ,COCE=7 .由 条 件 可 知 0,4,B,C 不 共 
面 . 设 O 访 =6 ,过 万 平行 于 OC 的 直线 与 0,4,B 所 决定 的 平面 
交 于 一 点 天 (图 1.7). 于 是 五 方 N7y ,并 且 由 (1) 知 道 , G 记 对 ae ,B 
可 分 解 , 从 而 6 二 O 让 十 E 户 对 a ,8 ,7 可 分 解 . 
分 解 方式 的 惟一 性 也 可 用 反 证 法 来 证 明 . 如 果 有 两 个 不 同 的 
分 解 式 
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8=ia+pp+w 和 6=XNatpB+vY, 
则 人 
不 妨 设 天 >, 则 


Ed /es 
二 天 ns 


从 而 a ,B ,7 共 面 ,与 假设 矛盾 . 1 

分 解 定理 在 本 章 中 起 到 了 关键 的 作用 , 它 是 建立 仿 射 坐标 系 
的 理论 基础 ( 见 $ 2) ,也 可 以 说 是 仿 射 几 何 学 的 基础 . 它 还 可 以 直 
接 用 来 解 某 些 几何 问题 ( 见 1. 4). 下 面 用 它 给 出 判断 三 个 向 量 共 
面 的 一 个 法 则 . 

命题 1.1 向 量 a,p ,7 共 面 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 不 全 为 
0 的 实数 4,p,v, 使 得 


MA 二 Bp 二 w=0. 
证 明 充分 性 . 用 反 证 法 .假如 a ,PB ,7 不 共 面 , 则 根据 分 解 
定理 , 零 问 量 对 它们 有 惟一 的 分 解 式 . 显然 
0c 十 08 十 0Y 一 0， 
于 是 不 可 能 存在 不 全 为 0 的 实数 .4,y,v, 使 得 
MuB+w= 0. 
必要 性 . 如 果 a = 二 0, 则 
la 二 08 十 07=0. 
如 果 ee 天 0, 但 是 a /B , 则 存在 1, 使 得 8 = 二 Xa. 则 
Ma 一 有 十 07Y 王 0. 
如 果 a ,8 不 平行 ,由 分 解 定 理 的 (1) 知 道 , 7 对 a ,6 可 分 解 ， 
设 
> 一 Ma 十 Ap， 
则 Ma 十 pp 十 (一 7 一 0 | 


1.4 在 三 点 共 线 问题 上 的 应 用 


对 向 量 的 线性 运算 的 讨论 可 以 用 来 解决 一 些 比较 复杂 的 几何 
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问题 ,特别 是 有 关 判 别 点 的 共 线 、 共 面 的 问题 . 比较 起 来 , 共 线 问题 
用 处 更 大 ,更 加 基础 ,我 们 在 这 里 只 讨论 有 关 三 点 共 线 的 问题 , 共 
面 问题 在 方法 上 是 类 似 的 . 有 关 问 题 作 为 习题 留 给 读者 . 
命题 1.2 假设 0,4, 不 共 线 , 则 点 C 和 A,B 共 线 的 充分 
必要 条 件 是 : 向 量 OC 对 04,0O 记 可 分 解 ,并 且 分 解 系数 之 和 等 于 
了 
证 明 必要 性 . 由 于 0O,4,B 不 共 线 , OA 和 G 广 不 平行 ,并 
且 4 方 关 0. 于 是 
C 和 A,B 共 线 一 AC 7] 248 
一 存在 实数 *, 使 得 4C = s A 方 , 即 
Oo 一 04 = sOFB 一 OA) 
一 存在 实数 ;, 使 得 OC = (1 一 ;5) OA 十 s08 
一 OC 对 O04,0 可 分 解 ,并 且 分 解 系数 之 和 等 
于 1. 
充分 性 . 设 OC=rOA+s OB, 其 中 7 十 s 二 1, 即 r= 二 1 一 s. 于 是 
OC = (sO0A+;s08, 
即 AC = ;48, 
从 而 ACNHAB,C 和 4,B 共 线 .， | 
命题 1. 2 中 的 数 ; 是 反映 C 在 4A,B 决定 的 直线 上 的 位 置 的 
一 个 数量 ， 


AC 
5 一 8: 
C 不 同 ,s 也 不 同 . 当 C 取 遍 A,B 所 决定 的 直线 上 的 所 有 点 时 ,s 
取 壳 所 有 实数 . 
s 还 与 点 O 无关, 并 上 且 分 解 式 
OC=4Q—s)0A+s0B (1.1) 


对 任何 点 O 都 成 立 ( 包 含 0,4,B 共 线 的 情形 ) ,只 是 当 O,A,B 不 
共 线 时 , OC 对 O04 ,OB 的 分 解 才 是 惟一 的 . 
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中 学 几何 课本 里 规定 的 定 比 概念 ,也 是 反映 C 在 A,B 决定 的 
直线 上 的 位 置 的 一 个 数量 . 本 书 中 把 它 称 为 简单 比 ,并 记 作 (4,B， 
C). 简单 比 只 在 C,B 不 同时 才 有 意义 ,并 且 按 照 定 义 , 当 点 C 是 
线段 4B 的 内 点 时 ,(4 ,B,C) 就 是 线段 AC 和 CB 的 长 度 之 比 ; 当 
点 C 在 线段 AB 之 外 时 ，(4,B,C) 是 负数 ,绝对 值 等 于 线段 4C 
和 CB 的 长 度 之 比 . 现在 我 们 可 以 用 向 量 来 表示 它 : 


AC 
(A ,B ;,C) = 一 cB: 
关于 简单 比 有 下 面 两 个 等 式 ， 


(1) (4,B,C)(B,A,C)=1; 

(2) (4,B,C) 十 (4,C,B) 王 一 1. 
〈 请 读者 自己 证 明 . ) 

现在 我 们 有 了 两 个 反映 C 在 A,B 决定 的 直线 上 的 位 置 的 数 
量 : 简单 比 和 上 面 规定 的 数 *, 它 们 的 几何 意义 都 是 很 明确 的 ,在 
实际 问题 中 也 都 是 常用 的 ,并且 往 往 在 同一 问题 中 它们 都 出 现 . 因 
此 要 熟练 掌握 它们 的 换算 关系 .下面 就 来 推导 这 个 换算 关系 . 

记 4=(4,B,C). 

-区 -下 .下 -区 . 下 -下 ， 

“A283 BB TB A248 9 
由 此 可 求 出 


(1. 2) 


5 一 -一 一. (1. 3) 


和 和 xs 的 换算 关系 (1. 2), (1.3) 虽 然 并 不 复杂 ,但 也 不 用 死记 ， 
在 具体 解 题 时 只 要 记 住 4 和; 的 意义 ,它们 的 关系 常常 可 以 直观 
地 看 出 来 ,特别 对 于 点 C 是 线段 4 的 内 点 的 情形 (这 也 是 用 得 最 
多 的 情形 ). 
例 1.3 设 三 角形 4BC 中 ,点 D,E,F 分 别 在 AB,BC,AC 边 
上 ,使 得 线段 AE,BF 和 CD 交 于 一 点 O( 见 图 1. 8). 已 知 
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(4,B,D) = (C,A,F) = py 


求 (B,C,E), (A,E,O0),(C,D,O) 和 和 
(B,F ,0O). 


D 
E = 解 方法 1. 因为 A4,B,D 共 线 ， 
QQ 并且 (4,8,D) 一 十 ,所 以 


Ss CB = CA+#0E. (1. 4) 
CA = 3CF. 

代入 (1.4) 得 到 

CD =2CF+ scCE. 
假设 CO=z CC, 则 

CO = 2z CF + a6 . 
由 于 B,F,O 共 线 , C,B,F 不 共 线 ,根据 命题 1. 2, 得 2z 十 本 一 1， 
解 之 得 z 一 了 . 代入 上 式 ,得 到 


TO= CB+ ot, 


于 是 (B,F ,0O) = 6. 
又 从 CO= 坟 0 方 ,得 到 0 方 -C 方 -CO=- 了 C 方 ,从 而 
0 _ 3 
《CD 全 二 4 


再 设 CB=y C 记 ,代入 (1. 4) 式 ,得 到 
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由 于 A,E,O 共 线 ， C,A,E 不 共 线 ,得 出 子 十 郑 一 1,y 一 5 则 
CO = 工 CA+ 之 CE， 


(A,O,E) = > 
EB = CB — CE = 4CE, (B,C,E) = BE/EC = 4. 


方法 2. 设 A0=z AB 十 y 1. 由 (4,B,D) 一 二 得 到 


DB 一 2 AD, 
从 而 AB = AD + DB = 325. 
由 (C,A4,) 一 过 得 到 

了 = 立信 


于 是 A0=37AD + yA = zxAB + >yaF, 

由 于 点 组 C,O,D 和 B,0,F 都 共 线 ,根据 命题 1. 2, 得 到 方程 组 
3z 十 三 1， 
| 十 >y 一 1 
ya 27 一 


A5=3AB+ MC=iAB+ Sa, 


算出 (C,D,0) 一 闻 ,(B,F,0) 一 6. 
再 设 AE==: AC5, 则 A 疡 = 万 A 访 十 侍 AC. 由 于 B,C,EE 共 线 ， 
万 十 侍 一 1 一 了 .于 是 容易 求 出 (B,C,E) 一 4,(4,E,0) 一 芒 . 
上 述 例 1. 3 体现 了 向 量 法 在 解 某 些 几何 问题 中 的 作用 . 读者 
可 以 从 中 领悟 其 思路 ,学 会 在 解 题 中 灵活 运用 命题 1. 2 的 方法 . 
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如 果 能 熟练 掌握 这 些 方法 ，Ceva 定理 (习题 1. 1 的 第 22 题 ) 和 
Menelaus 定理 (习题 1. 1 的 第 23 题 ) 等 著名 定理 就 不 再 是 难题 
Ts 


习题 1.1 


1. 设 4C,BD 是 平行 四 边 形 4BCD 的 两 条 对 角 线 ,已 知 向 量 
AC=a ,BD=p , 求 向 量 A 和 BC. 

2. 设 房 和 FF 分别 是 平行 四 边 形 4BCD 的 边 BC 和 CD 的 中 
点 ,已 知 向 量 A 雇 =a ,4 玉 一 8 , 求 向 量 4 和 4 方 . 

3. 设 4D,BE,CF 是 A4BC 的 三 条 中 线 , 已 知 向 量 AB=a， 
AC=p , 求 AD, BE,CE. 

4. 设 ABCD 是 梯形 ,向 量 4 访 =2 DDC. 又 设 已 是 腰 BC 的 中 
点 ,F 是 CD 的 中 点 ， 

(1) 试用 4A,A 户 表示 4AE,AF， 

(2) 试用 4 声 ,4 疡 表示 4AB,BC 以 及 志方 ,4C. 

5. 已 知 六 边 形 ABCDEF 的 三 对 对 边 都 互相 平行 ,并 且 FCE= 
2 4 方 一 2 DE, 又 设 AB=a ,5C=8 , 求 C 志 和 C 方 . 

6. 设 4,B,C,D 是 空间 的 任意 4 点 , P,Q 分 别 是 线段 4B， 
CD 的 中 点 ,证 明 : 2 PG@=AC+BV. 

7. 对 于 任意 取 定 的 点 组 Ai,;A:,… ,A,;, 证 明 : 

(1) 存在 点 M, 使 得 MA1 十 MAz 十 … 十 MA 一 0; 

(2) 这 样 的 点 是 惟一 的 ; 

(3) 对 于 任意 点 O0, O41 二 Ohi 十 … 十 04;=n OM. 
( 称 M 为 点 组 A1,4;,…,4, 的 重心 . ) 

8. 设 A4,B,C,D 是 空间 的 任意 4 点, P;Q 分别 是 线段 AB， 
CD 的 中 点 ,证 明 线段 PQ 的 中 点 就 是 A,B,C,D 的 重心 . 

9. 利用 上 题 的 结果 ,说 明 四 面体 的 3 对 对 棱 中 点 的 连 线段 
(共有 3 条) 相交 于 一 点 ,并 且 此 点 就 是 四 面体 的 4 个 顶点 的 重心 . 

10. 证 明 三 角形 的 3 个 顶点 的 重心 在 每 一 条 中 线 上 ,从 而 说 
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明 三 角形 的 重心 就 是 它 的 3 个 顶点 的 重心 . 

11. 证 明正 多 边 形 A14，…A, 的 对 称 中 心 就 是 4 ,4:，…,4， 
的 重心 . 

12. 〈 作 图 题 ) 已 知 4i,A4;,4; 的 重心 为 M, .44,As 的 重心 为 
N, 求 4 42，4s,44,45 的 重心 . 

13. 作 图 题 . 

(1) 作 任 意 给 定 的 6 点 41,4i,A;,A4,As,As 的 重心 ; 

(2) 作 任 意 给 定 的 5 点 4i ,Az, A ;44,4s 的 重心 . 

14. 设 .or=(44…4) 和 有 =(B: ;B,，,… ,B,} 是 空间 中 
的 两 个 点 组 . 证明; 对 于 一 一 对 应 f; -xf 一 多 ,向 量 A1f(41) 十 
Azf(A2) 十 … 十 4.f(4,) 是 相同 的 (和 f 的 选择 无 关 ). 

15. 证 明 : 三 点 4,B,C 共 线 的 充分 必要 条 件 为 : 存在 不 全 为 
0 的 数 ,py 使 得 1 十 Aw 十 一 0 ,并且 

A0A 十 uOB 十 y OC 一 0， 


其 中 OO 是 任意 点 . 

16. 设 4,B,C,O 是 不 共 面 的 4 点 ,证 明 点 DD 和 A,B,C 共 面 
的 充分 必要 条 件 为 : 向 量 0 方 对 向 量 04,05,OC 的 分 解 系数 之 
和 等 于 1. 

17. 证 明 : 四 点 4,B,C,D 共 面 的 充分 必要 条 件 为 : 存在 不 
全 为 0 的 数 4,py,v,w, 使 得 4 十 py 十 v 十 w=0, 并 且 

A0A + uOB + vOC + woOP=0, 

其 中 O 是 任意 点 . 

18. 设 A4,B,C 是 共 线 的 3 个 不 同 的 点 ,证 明 : 

(1) (A,B,C)(B,A,C)=1; 

(2) (4A,B,C)+ (A,C,B)=—1. 

19. 设 D,E,F 依次 是 俯 ABC 的 三 边 BC,CA,AB 上 的 点 ,使 
得 (A,B,F)==2, (4A,C,E)==1/2, (B,C,D)==1/3, 又 设 G 是 4D 
和 EF 的 交点 , 求 (E,F,G), (4,D,G). 

20. 设 D,E,F 依次 是 和信 A4BC 的 三 边 BC,C4,4B 上 的 点 ,使 
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得 AD,BE,CF 交 于 一 点 O, 已 知 
(A,B,F) = 1/3, (C,F,0) = 2， 
求 (4,D,O), (B,C,D),(C,A,E),(B,E,O). 
21. 设 EE 是 八 ABC 的 BC 边 上 的 点 ,D 是 线段 AE 上 的 点 . 对 
于 与 4,B,C 不 共 面 的 点 O, 有 分 解 式 
OD = A0A 十 jOB 十 vOC (4 十 Ap 十 7 一 1)， 
求 (A,E,D),(B,C,E). 
22. (1) 设 D,E,F 依次 为 三 角形 4BC 的 边 4B ,BC,C4 的 
内 点 (图 1. 9) , 记 
A= (4,B,D), 4u= (B,C,E), v= (C,A,F). 
求证 : 三 条 线段 4 五 ,BR ,CD 交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 为 w= 
1. (Ceva 定理 ) 
(2) 如 果 D,E,F 依次 是 直线 4B,BC,CA 上 的 点 (不 一 定 是 
各 边 的 内 点 ) ,结果 是 否 还 成 立 ? 


1.9 图 1.10 
23. 设 A,B,C 是 三 个 不 共 线 的 点 ,点 P,Q,R 依次 在 直线 
4B,BC,C4 上 (都 不 是 A,B,C, 见 图 1.10), 记 
A= (A,B,P), 14= (B,C,Q), v= (C,A,R). 
证 明 : P,Q,R 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 为 Nyw== 一 1. (Menelaus 
定理 ) 
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8$ 2 仿 射 坐标 系 


坐标 法 的 基础 是 建立 坐标 系 , 坐 标 系 的 实质 是 平面 或 空间 的 
点 到 有 序数 组 的 对 应 关系 . 为 此 首先 要 建立 一 个 参考 系 , 即 坐标 标 
架 . 例如 ,平面 上 由 两 条 互相 垂直 并 且 都 以 交点 为 零点 的 两 条 数 轴 
构成 一 个 平面 直角 标 架 ,产生 一 个 平面 直角 坐标 系 ; 在 平面 上 取 秆 
一 条 射线 ,就 得 到 一 个 平面 的 极 坐标 系 . 这 两 种 坐标 系 都 是 用 距 
离 、 夹 角 等 度量 概念 来 规定 坐标 的 . 现在 我 们 用 向 量 的 分 解 定理 建 
立 一 种 新 的 坐标 系 , 即 仿 射 坐标 系 . 它 不 涉及 度量 概念 ,从 而 更 加 
适应 于 仿 射 几何 学 . 


2.1 念 射 坐 标 系 的 定义 


假设 ei,e;,es 是 三 个 不 共 面 的 向 量 , 则 根据 定理 1.1 的 (2)， 

对 于 任 一 向 量 a ,存在 惟一 实数 组 xz,y,z, 使 得 
a = Zel 十 yes 十 ze;, 

即 z,y,z 是 a 对 向 量 组 ei ,ei ,es 的 分 解 系数 . 这样 ,就 得 到 从 全 体 
向 量 的 集合 到 全 体 三 元 有 序数 组 的 集合 的 一 个 对 应 关系 . 它 是 一 
个 一 一 对 应 关系 , 即 一 方面 不 同 的 疝 量 对 向 量 组 el,ez,es 有 不 同 
的 分 解 系数 , 另 一 方面 每 个 三 元 有 序数 组 一 定 是 某 个 向 量 的 分 解 
系数 . 

取 定 空间 中 的 一 点 0, 则 又 有 从 空间 (作为 点 集 ) 到 全 体 疝 量 
的 集合 的 一 一 对 应 关系 : 点 4 对 应 到 向 量 04. 

把 上 述 两 个 一 一 对 应 关系 结合 起 来 ,就 得 到 从 空间 (作为 点 
集 ) 到 全 体 三 元 有 序数 组 集合 的 一 一 对 应 关系 . 这 就 产生 了 仿 射 坐 
标 系 . 

定义 1.3 空间 中 一 点 O 与 三 个 不 共 面 向 量 ei ,ez,es 一 起 构 
成 空间 的 一 个 仿 射 标 架 , 记 作 [O;ei,ez,esj. 称 O 为 它 的 原点 , 称 
el,ezyei 为 它 的 坐标 向 量 . 对 于 空间 的 任意 一 点 4, 把 向 量 O04( 称 
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为 4 的 定位 向 量 ) 对 e,e;,e; 的 分 解 系数 构成 的 有 序数 组 称 为 点 
4 关于 上 述 仿 射 标 架 的 仿 射 坐标 . 这 样 得 到 的 空间 的 点 与 三 元 有 
序数 组 的 对 应 关系 称 为 由 仿 射 标 架 [O;el,e:,e3j 决 定 的 室 间 念 射 
坐标 系 . 

于 是 ,点 P 了 的 坐标 是 (x,y,z), 就 是 

oF = Zel 十 ye; 十 zea:， 

取 定 仿 射 标 架 [O;ei ?2C2 ,es 后 ,把 经 过 原点 O( 并 且 以 其 为 零 
点 ), 平 行 于 坐标 向 量 , 并 以 其 方向 为 正 向 的 数 轴 称 为 坐标 轴 . 三 条 
坐标 轴 分 别称 为 x 轴 ,y 轴 和 z 轴 , 它 们 分 别 平行 于 el,e: 和 es; 两 
条 坐标 轴 决 定 的 平面 称 为 坐标 平面 ,如 z 轴 与 y 轴 决 定 的 平面 叫 
做 zy 平面 等 等 . 三 张 坐标 平面 将 空间 分 割 成 八 块 , 称 为 八 个 卦 限 . 
它们 的 顺序 如 图 1. 11 所 示 . 空间 点 的 坐标 x,y,z 在 各 卦 限 中 的 
符号 如 下 表 所 示 . 


A 
人 
入 腕 二 
ee 
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大 家 熟悉 的 空间 直角 坐标 系 是 一 种 特殊 的 仿 射 坐标 系 , 也 就 
是 坐标 向 量 为 两 两 互相 垂直 的 单位 向 量 的 仿 射 坐标 系 . 在 直角 坐 
标 系 中 ,点 的 三 个 坐标 的 绝对 值 依次 就 是 它 到 yz 平面 ,zz 平面 和 
zy 平面 的 距离 , 正 负 性 由 它 所 在 卦 限 决定 . 

实用 中 我 们 遇 到 的 常常 是 平面 几何 问题 ,此 时 可 用 平面 仿 射 
坐标 系 . 设 + 是 一 张 平面 , 取 点 O 在 + 上 , ei,es 是 平行 于 x 的 两 
个 不 共 线 向 量 , 则 得 到 平面 仿 射 标 架 [O;ei ,ez ]. Nn 上 的 点 A 关于 
[O;e1,es] 中 的 坐标 是 二 元 有 序数 组 ,由 向 量 OA 对 e1,e;s 的 分 解 
系数 构成 . 当 eye 是 互相 垂直 的 单位 向 量 时 ,相应 的 坐标 系 就 是 
大 家 早 就 熟悉 的 平面 直角 坐标 系 . 

平面 坐标 系 在 性 质 上 和 空间 坐标 系 完全 一 样 ,只 是 更 简单 . 以 
后 我 们 讲 坐 标的 性 质 时 只 说 空间 情形 ,读者 应 能 用 到 平面 情形 中 
去 . 


2.2 向 量 的 坐标 


取 定 了 空间 仿 射 标 架 [O;el,ez,esj 后 ,向 量 也 有 了 坐标 ,就 是 
它 对 e1,e:,es 的 分 解 系数 . 于 是 点 4 的 坐标 也 就 是 它 的 定位 向 量 
OA 的 坐标 . 坐标 向 量 e1,es,es 的 坐标 分 别 为 (1,0,0),(0,1,0)， 
(0,0,1). 零 向 量 的 坐标 为 (0,0,0). 

平行 于 平面 x 的 每 个 向 量 关 于 x 上 的 仿 射 坐标 系 [O;ei ,es] 
的 坐标 是 它 对 elye: 的 分 解 系 数 . 

现在 我 们 再 来 说 明 仿 射 标 架 和 仿 射 坐标 系 的 关系 . 它们 是 两 
个 不 同 的 概念 ,但 是 它们 又 是 互相 决定 的 . 一 方面 仿 射 坐标 系 由 仿 
射 标 架 来 规定 , 另 一 方面 仿 射 坐标 系 又 决定 仿 射 标 架 : 原点 O 是 
坐标 为 (0,0,0) 的 点 ;坐标 向 量 ej ,e; 和 es 依次 是 坐标 为 (1,0,0)， 
(0,1,0) 和 (0,0,1) 的 向 量 .为 了 方便 ,以 后 我 们 常 对 仿 射 标 架 和 由 
它 决 定 的 仿 射 坐标 系 不 加 区 别 , 直接 称 [O;e ,ese;] 为 仿 射 坐标 系 . 

定理 1.2 取 定 一 个 空间 仿 射 坐标 系 [O;el,ez,e3j. 设 向 量 
a ;Pp 的 坐标 分 别 是 (ai ;42943)， (b1 ,bs ,0b3) , 则 
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(1) a 十 Bp 的 坐标 为 (qj 十 ,az 十 bz ,a3 十 63)3 
(2) 对 任何 实数 4,2a 的 坐标 为 (ha ,2ai ,aas). 
证 明 (1) 由 坐标 的 定义 ， 
& 一 alel 十 azes 十 ases, B= be bzes + bsess 
于 是 
a++PB= (al 十 证 )el 十 (as 十 Do)es 十 (as 十 pb)es， 
从 而 a 十 B 的 坐标 为 Cai 十 B15,as 十 52,as 十 53). 
(2) Ma 二 Xaiei 十 hazez 十 hase3, 从 而 ha 的 坐标 为 
(a1,ha2 ,M43). | 
这 个 定理 说 明 可 以 用 坐标 作 向 量 的 线性 运算 . 
综合 定理 的 (1) 和 (2) 可 得 到 更 一 般 的 结论 ; 设 wa ,az，…a 
是 一 组 向 量 ， hy Mss ,A 是 一 组 实数 ,如 果 a 的 坐标 为 (zi, y， 
2)，1i 一 1，2， 2， 则 ca ww 的 线性 组 合 ta 十 aa 十 … 十 
Ma 的 坐标 为 


> Nx, > Ni D2 。 
i=1 i=1 1 一 1 


从 定理 还 可 得 到 点 的 坐标 和 向 量 坐 标的 关系 . 

推论 设 点 A,B 的 坐标 分 别 是 (a ,QQ29G3) (bi1, De ,53) , 则 癌 
量 AB 的 坐标 为 (51 一 a1,5s 一 一 42y03 一 Q3)， 

证 明 A 记 =0-O0A4=O0 记 十 (一 1)OAh, 用 定理 1. 2 就 得 到 
结论 . | 

例 1.4 设 4,B,C 共 线 ,并 且 (4A,B,C)==4. 又 设 A,B 的 坐 
标 分 别 为 (ai ,04243), (D1 ,bz 03) ; 求 点 C 的 坐标 . 

解 由 (4,B,C) 王 ,得 到 


芝 = 和 1 玖 + 于 下， 
由 定理 1.2, C 的 坐标 即 OCG 的 坐标 ,为 
al 十 BI a; 十 6; a; 十 人 2 
1 十 4” 1 十 4 ”1 十 4 
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例 1.5 设 点 M 是 点 组 4A1,4;,…,A, 的 重心 , 4; 的 坐标 是 
(Zzis yi9Zi)， 1 一 1,2,… 22) 求 M 的 坐标 . 
解 由 重心 的 意义 (见习 题 | 的 第 7 题 )， 
MA 十 MA, 十 … 十 MA, = 0， 
即 (O 久 一 0O 必 十 (Oh 一 0 及) 十 … 十 (OA 一 OM) 二 0, 于 是 
vi OA 十 Qa SE 04. 


利用 定理 1. 2，M 的 坐标 ( 即 向 量 O 必 的 坐标 ) 为 


2.3 几何 应 用 举例 


有 了 仿 射 坐标 系 , 可 以 把 用 向 量 的 线性 运算 解决 几何 问题 的 
计算 过 程 数量 化 . 我 们 先 用 坐标 讨论 向 量 及 点 的 共 线 问题 . 下 面 将 
常常 用 到 二 阶 和 三 阶 行列 式 ,它们 的 定义 和 性 质 放 在 附录 中 . 

例 1.6 设 在 一 个 空间 仿 射 坐标 系 中 ,向 量 a ,PB 的 坐标 为 
(ziyzzyzs) 和 (yiyyzyys)， 则 


a// P= 
1 2 y2 3 y1 3 
证 明 不 妨 设 a 关 0 (如 果 a =0, 则 显然 两 边 都 成 立 ). 
二 ~. 因为 a /8B ,所 以 存在 1, 使 得 8 = 和 Ma .于 是 
yi = Ari, 1= 1,2,3, 


ZX1 Tw? X22 3 TX1 Xs 


二 一 一 一 一 0. 


1 之 2 之 2 之 3 1 Xs 
从 而 一 一 一 0. 
1  Jy2 2 3 1 3 
< 一. 不 妨 假定 x1 关 0, 记 /一 y1/zi , 即 1 二 Az1. 则 由 
T1 工 , 7X1 Xs 
= 0 => yz = Az,; 一 0 => ya = 4z:. 
1 2 1 .ys3 


于 是 p= 二 ha ,从 而 a /BP. 
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如 果 在 平面 仿 射 坐标 系 中 向 量 a ,8 的 坐标 分 别 为 (zi ,xz:)， 
(y1 ;yz). 则 | 


Xl1 之 2 


a// B= 
y1 2? 


下 面 讨 论 平面 上 三 点 共 线 的 条 件 . 
例 1.7 设 [O;el,esj 是 平面 x 上 的 一 个 平面 仿 射 坐标 系 ,x 
上 的 三 点 A,B,C 的 坐标 分 别 为 (ai ,Q2) (0 ,02) 9 (cl ,C2) ; 则 


Ql1 CC 1 
A,B,C 共 线 一 >1b 0， 1|=0. 
C1 C2 1 


证 明 根据 行列 式 的 性 质 ， 


Cl QQ» 1 
Cl 一 Cl] a»—C 
bp bb, 1 1 2 C2 ， 
pi 一 cl pz 一 cs 
C1 CC» 1 
于 是 
Cl ar 1 
bi b, 1 二 0 
ci C 1 
Cl1 一 C1 242 一 (人 2 
一 0 
p1 一 ai pb — cs» 
< 一 4,B,C 共 线 ， 


设 4A,B,C 是 平面 x* 上 的 三 个 不 同 点 . 取 x 上 的 O 点 和 A,B 
不 共 线 , 作 x* 上 的 平面 仿 射 坐标 系 [O;OA,OB]. 设 点 C 在 此 坐标 
系 中 的 坐标 是 (ctycz). 则 
OC 一 Cl OA 二 cs Ob. 
根据 命题 1.2, C 与 4,B 共 线 的 充分 必要 条 件 是 cl 十 c*= 王 1, 并 且 
在 共 线 时 
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BC 二 ， 
Cl 


例 1.8 用 坐标 法 证 明 Menelaus 定理 (见习 题 1. 1 的 第 23 
题 ). 

证 明 只 用 在 平面 仿 射 坐 标 系 [4; 4 方 ,4C] 中 求 出 P,Q,R 
这 三 点 的 坐标 ,就 可 利用 例 1. 7 的 结果 证 明 . 


由 1 一 (4,B,P), 即 可 以 求 出 2 太一 7 让 ,于 是 点 已 在 
[4;2 计 ,2C] 中 的 华 标 为 [ 0] ， 
由 y= 二 (C, A,R), 即 可 以 求 出 AR= a 于 是 点 RR 在 


[4;2 访 ,CJ] 中 的 坐标 为 0, 了 ]; 
由 p 一 (B,C,Q) 


A = 了 一 0 


于 是 点 Q 在 [4A;2 记 A 
三 阶 行列 式 

MA/(1 十 4) 0 1 

0 1/(1+»v) 1 

1/(1+p) HAGL 十 AD 1 


主讲 
1 十 Ap "1 十 Ap 


4 0 1 十 4 


> 
dy 
| 1 4x li+p 


— (1 十 4pev) 
(十 A 十 QQ 十 外 5 


由 例 1. 7 得 到 P,Q,R 共 线 的 充分 必要 条 件 为 1 十 Mu 一 0, 即 
Ai 一 一 1]. 即 Menelaus 定理 得 证 . 
例 1.9 用 坐标 法 证 明 Ceva 定理 (见习 题 1. 1 的 第 22 题 ). 
证 明 题 中 出 现 的 是 三 线 共 点 的 问题 , 先 把 它 转化 为 三 点 共 
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线 问题 . 设 AE,CD 相交 于 O 点 .于 是 三 条 线段 4 五 ,BR ,CD 交 于 
一 点 等 价 于 三 点 B,O,F 共 线 . 
在 平面 仿 射 坐标 系 [4;4 广 1 B,O,F 的 化 标 . 


容易 求 出 ,，B,C,D 的 坐标 依次 为 | 二 7 4,0j ,C0,1),(1,0). 利 
用 (B,C,E)=p,(C, A,F)==yv, 计 算出 E,F 的 坐标 分 别 为 


通读, 斌 2j 和 [0 . 设 o 的 符 标 为 | 彼 寺 人 , 训 后 | 
由 D,C,O 共 线 ,得 到 
z+ zp 一 1， 
A4(1 十 ApA) 1 十 Ap 
由 此 求 出 
_ Add+p) 
1 十 4 十 Ap 
二 从 A 
因此 点 O 的 坐标 为 ee 、 
于 是 三 点 B,O,F 共 线 等 价 于 
0 1|= 0， 
1 十 ， Ap = 
1 十 4 十 hp 1 十 4 十 hp 
1 十 4 0 A 
即 0 1 1 十 ， =0; 
1 十 Mu 1 二 +4++ XAp 


左边 的 行列 式 等 于 (1 十 1) (1 一 yw)=0, 而 1 十 4 汪 0, 于 是 B,O,F 
共 线 ( 即 线段 AE,BF,CD 交 于 一 点 ) 的 充分 必要 条 件 为 pw=1. 
即 Ceva 定理 得 证 . 


习 题 1.2 


1. 设 己 和 -Q 分 别 在 平行 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 BD 和 4C 
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上 (图 1.12) ,已 知 
(B,D,P) 二 4， (A,C,Q) 一 5 
求 点 P,Q 和 向 量 PE 在 仿 射 坐标 系 [A;A 启 ,4 户 ] 中 的 坐标 . 


DR 


NU 


2 


图 1.12 


2. 设 EE 和 分别 是 平行 四 边 形 4BCD 的 边 BC 和 CD 的 中 
点 , 求 点 B,D,C 在 仿 射 坐标 系 [4; 4 启 ,4 玉 ] 中 的 坐标 . 

3. 设 4BCD 是 梯形 ,向 量 4 方 = 3 DC. 又 设 E 是 腰 BC 的 中 
点 ,F 是 CD 的 中 点 , 求 4,B,D 在 仿 射 坐标 系 [C;4 志 ,4 六] 中 的 坐 
标 . 

4. 设 ABCDEF 是 正六 边 形 . 

(1) 求 各 顶点 在 仿 射 坐 标 系 [4A;A 记 ,4A 六] 中 的 坐标 ， 

(2) 求 向 量 4A,A 产 在 仿 射 坐标 系 [4;AC ,AE] 中 的 坐标 . 

5. 设 4B,4C,4D 是 平行 六 面体 的 顶点 4 处 的 3 条 棱 ,N 是 
此 平行 六 面体 的 过 4 的 对 角 线 和 B,C,D 所 在 平面 的 交点 , 求 N 
在 仿 射 坐标 系 [4;4 方 ,4CG ,4 方 ] 中 的 坐标 . 

6. 已 知 4,B,C 共 线 ,其 中 4,B 不 重合 ,并 且 (4,B,C) 一 之 . 


又 设 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,点 4,C 的 坐标 分 别 为 (3,7,3),(8,2， 
3), 求 B 的 坐标 . 

7. 设 在 一 个 空间 仿 射 坐标 系 中 ,向 量 a ,8 ,7 的 坐标 依次 为 
(Xi ,yi1yz1)，(ziyyzyz2)， (zayysyzs)* 证 明 ， 如 果 a | 共 面 , 则 
-1 YY Zl 
-2 .2 2Z2 


-3 .3 Zs 


一 0. 
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8. 设 在 一 个 空间 仿 射 坐标 系 中 ,点 4,B,C 的 坐标 依次 为 
(zliyyiyzl), (ziyyzyz2)， (ziy ysyzs) 证 明 : 如 果 4,B,C 共 线 , 则 
TX1 JI Zl 
TZ2 YY 之 
TX3 Ys Zs 

9. 第 8 题 的 道 命题 是 否 成 立 ? 

10. 已 知 4,B,C 共 线 ,它们 在 一 个 空间 仿 射 坐标 系 中 的 坐标 
依次 为 (3,4,1),(2,5,0) 和 (a,1,6), 求 a,5 和 (4A,B,C). 


一 0. 


8$3 疝 量 的 内 积 


向 量 有 两 种 乘积 运算 : 内 积 和 外 积 , 它 们 在 长 度 、 角 度 、 面 积 
等 度量 的 计算 中 起 着 重要 的 作用 . 我 们 将 在 本 节 和 下 节 分 别 讨论 
这 两 种 运算 . 

内 积 运算 有 很 强 的 物理 背景 ,因此 有 许多 实际 应 用 . 在 数学 的 
其 他 领域 (如 代数 、 泛 函 等 ) 中 它 将 被 推广 ,成 为 那里 的 重要 基础 概 
念 和 工具 . 


3.1 向 量 的 投影 


物理 学 中 常常 要 把 一 个 向 量 分 解 成 两 个 互相 垂直 的 向 量 之 
和 . 例如 求 一 个 力 所 作 的 功 , 先 把 它 分 解 为 两 个 力 之 和 ,第 一 个 力 
平行 于 受 力 物体 的 运动 方向 ,第 二 个 力 垂直 于 该 方向 (这 时 所 求 的 
功 与 第 二 个 力 无 关 , 完 全 由 第 一 个 力 决定 ). 向 量 的 投影 就 是 与 这 
种 “垂直 分 解 > 有 关 的 几何 概念 , 它 是 讨论 内 积 和 外 积 的 共同 的 准 
备 知识 . 

设 “是 一 个 向 量 , 取 定 非 零 向 量 e( 它 代表 了 一 个 方向 ). 我 们 
先 来 说 明 a 可 惟一 地 分 解 为 两 个 向 量 的 和 ,其 中 一 个 平行 于 e, 另 
一 个 垂直 于 e. 作 O04=a ,OF=e. 记 B 是 4 在 OE 直线 上 的 垂 足 
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(图 1. 13) ,于 是 a 可 分 解 为 两 个 向 量 G 广 
与 BA 之 和 ,它们 分 别 与 e 平 行 或 垂直 . 再 
证 明 这 种 分 解 是 惟一 的 . 假设 a = 十 az， 
Xa 一 al 十 czyai 和 al 都 平行 于 e，ca 和 
a 都 垂直 于 e, 则 wm 一 ai 一 xc? 一 ws 并且 它 
既 平 行 于 e, 又 垂直 于 e. 因为 e 不 是 零 向 图 1.13 
量 , 所 以 mm 一 ci 一 ay 一 一 0, 即 w 一 al ya 一 ay. 

定义 1.4 , 设 a 是 一 个 向 量 ,e 是 一 个 非 零 向 量 , 作 分 解 式 
a 二 a 十 @2, 使 得 a1//e,as | e, 则 称 wm 和 a, 分别 为 a 在 e 方 向 上 的 
内 投影 和 外 投影 ,分 别 记 作 pea 和 5.a. 

由 和 定义 看 出 ,内 投影 和 外 投影 都 与 e 的 大 小 无 关 , 只 与 其 方向 
有 关 . 

设 c 和 8 是 两 个 非 零 向 量 , 记 (ee ,P ;为 它们 的 几何 夹 角 ( 其 
弧度 界 于 0 与 x 之 间 ). 

记 s 一 Te, 从 几何 上 容易 看 出 , a 关 0 时 ， 


|e 


pea = | a |cosla ,e)eo, 
即 LE | a |cosla ,e). 


2o 
命题 1.3 投影 具有 线性 性 质 , 即 
(1) 对 任意 两 个 向 量 c ,p 
plat+B)=patpB, Blat+ hp)= Bat Bp. 
(2) 对 任意 向 量 a 和 实数 4， 
pha) = hpea, FB.lda) = Mpa. 
证 明 (1) 把 a=pia 十 Ba 和 B==p.B 十 五 8 相 加 ,得 
a+ B= pa pp Ba BB ， 
其 中 pea 十 peB 平行 于 e, 并 且 从 几何 直观 容易 看 出 ,Bpa 十 五 8 
垂直 于 e. 于 是 根据 分 解 的 惟一 性 ,得 到 
pelai+pB)= pat+ ppB, Bla+B)= Ba BB. 
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《2) 的 验证 更 容易 ,请 读者 自己 完成 ， 1 


3.2 ”内 积 的 定义 
两 个 向 量 的 内 积 是 一 个 数 , 它 的 物理 背景 之 一 是 力作 功 的 计 
算 . 功 W 是 一 个 数量 ,由 力 f 和 受 力 物体 的 位 移 s 这 两 个 矢量 决 


定 . 计算 公式 为 
W = |fllslcoso, 
其 中 9 是 ff 和 s 的 夹 角 .这 类 计算 抽象 成 几何 学 中 的 内 积 运 算 . 
定义 1.5 两 个 向 量 a ,8 的 内 积 是 一 个 实数 , 记 作 e。p. 当 


ay 8 中 有 零 回 量 时 ,ae。 有 8 = 二 0; 否 则 
a.B:= |all|B lcosla,p). 


显然 , a。 Bp =0 < 一 a 垂直 于 8. 
把 一 个 回 量 a 与 它 自己 的 内 积 a。a 记 作 ew. 按照 定义 ， 必 一 


| e | 之 0. 于 是 得 到 用 内 积 计 算 向 量 长 度 的 公式 


la|=~Va.:a. 
还 可 用 内 积 计 算 两 个 向 量 的 夹 角 
cos(a ,B) 一 人 


(a ,有 ) = arccos 


以 后 我 们 还 要 介绍 用 坐标 直接 计算 内 积 的 办 法 ,到 那 时 这 两 个 公 


式 才 有 实用 意义 . 
从 定义 还 可 看 出 ,内 积 运算 具有 对 称 性 , 即 
a.Bp—p.a. 
设 B 关 0, 记 BP,==B /18 1, 即 8 方向 上 的 单位 向 量 . 则 当 a 郑 0 
时 ， 
Qa | COSAC 二 
| a |cos(a,B) Br 
从 而 “8 一 和 1p81 
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在 “三 0 时 ,显然 上 式 两 边 都 为 0, 因 此 也 成 立 . 


3.3 内 积 的 双 线 性 性 质 


定理 1.3 对 任意 向 量 a ,8 ,7 和 实数 4, 有 等 式 
(1) (Ma ) :B=A(a .8 )=a .1B ); 
(2) (a t+7Y )*B =a :B+Y :BB, a:(B++?Y)=a :Bt+a7. 
证 明 当 有 8=0 时 ,显然 各 式 都 成 立 . 下面 设 B 关 0. 
G) (ia) .8 一 2 |B = | 1 一 Me .p); 
用 对 称 性 可 知 另 一 个 等 号 也 成 立 . 
(2) (7) .8 一 Po 1 有 | 一 如 2 1 有 | 
= 多 Ip1+ 失 18 |=a .8 上 7 8; 


用 对 称 性 可 得 到 另 一 个 等 式 . 1 
定理 说 明 内 积 运算 对 两 个 因子 都 有 线性 性 质 , 我 们 称 它 具 有 
双 线 性 性 质 . 它 是 一 个 重要 而 深刻 的 性 质 . 有 了 它 ,我 们 可 以 用 内 
积 直接 解决 许多 几何 问题 . 
例 1.10 用 内 积 运算 证 明 余 纺 定 理 . 
证 明 在 A4BC 中 (图 1.14)，4 访 = 4C 十 C 启 ,其 相应 边 长 为 
asb,c, 于 是 
c= AB: = (AC + CHB): 
= AC: + Ch: + AC .cB +ch.aAc 
一 42 十 02 十 2abcos (AC CB). 
因为 (4AC,CB) 和 LC 互补 ,所 以 
cos (ACE ,C 方 ) 一 一 cos/C. 
于 是 得 到 余弦 定理 
c 一 aa 十 20 一 2apcosC. 
例 1.11 证 明 三 角形 的 三 条 高 线 交 于 一 点 . 
证 明 在 八 ABC 中 (图 1.15), 设 CF,BE,AD 分 别 是 AB， 
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4C,BC 边 上 的 高 ;又 设 直线 4D 和 BE 交 于 O 点 .于 是 要 证 明 直 
线 CF,BE,AD 交 于 一 点 ,只 需 证 明 C,O,F 共 线 , 即 CO/W CF ,也 
就 是 CO . A 记 =0. 


1.14 图 1.15 


由 条 件 ， 
AO .BE = CA.08=0, 
于 是 
CO . AB= (CA+ A0).2B = cA.AB + 240.28 
= CA. A0+0B)+A40.4C+c8) 
~=CA.A0+CA.0B— A0.CcA+A0.CcB=0. 
例 1.12 设 CD 是 A4BC 的 角 C 的 分 角 线 (图 1.16),BC 边 
长 为 a,4C 边 长 为 2. 证 明 (4,B,D) 一 之 . 


C 


1. 16 
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证 明 由 于 CD 是 角 C 的 分 角 线 ,从 内 积 的 定义 不 难得 到 
a CA .CP=6bCB. CP. 设 (A,B,D)=4, 则 


Di cA+ ch. 


1 十 1 十 4 
代入 上 式 , 得 到 
a 一 一 和 一 一 和 pb ray 天方 一 了 
TiC 乍 +1C4 .CC5) = iCA CB + AcB’), 
即 a(b’ + iCA .CB) = oCA .Ch + ra’), 
整理 得 


ha(CA .CH — ab) = 6(CA .Ch — ab), 
因为 CA。C 让 <ab, 所 以 可 从 上 式 解 出 4 之 


3.4 用 坐标 计算 内 积 


上 面 已 经 提 到 ,内 积 的 一 种 重要 应 用 是 计算 长 度 和 角度 . 为 
此 ,我 们 先 介 绍 用 坐标 计算 内 积 的 方法 . 设 在 坐标 系 [O;ei ,ez,es] 
中 ,向 量 a 和 6 的 坐标 分 别 为 (clyas ;43) 和 (6b1,5bz,53), 则 
& = alel 十 azez ases, B= be 十 bzes 十 bses. 
于 是 由 内 积 的 双 线 性 性 质 得 到 
a .PB =aibiei 十 (aibs 十 asbi)er * 2+ (aibs 十 asbi)el * es 
十 azbze? 二 (azbs 十 asbz)es * @3 十 asbse:. 

要 继续 计算 ,就 必须 知道 e:。ej(i ,j= 二 1,2,3) 的 数值 ( 称 为 此 坐标 
系 的 度量 参数 ). 通常 选用 直角 坐标 系 , 此 时 

e; 一 1， 3 

ee;) 二 0，1i1 关 J 


代入 上 式 , 得 到 

a * Bp = aibi 十 asb; 十 asbs. (1. 5) 
于 是 ,在 直角 坐标 系 中 ,两 个 向 量 的 内 积 等 于 它们 的 对 应 坐标 乘积 
之 和 . 
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有 了 这 个 结论 ,内 积 的 计算 就 很 容易 了 ,用 内 积 求 向 量 的 长 度 
和 角度 也 就 有 了 实际 可 能 性 . 设 向 量 和 8 在 直角 坐标 系 中 的 坐 
标 分 别 为 (ai ?CC2 ;43) 和 (bi ,D2 ,03) , 则 


la|l=Naitaitas, 

Cl101 十 azbs 十 as03 
AWal 十 az 十 ai 外 十 史 十 05 

例 1.13 设 在 平面 直角 坐标 系 中 ,三 角形 4BC 的 顶点 4,B， 
C 的 坐标 分 别 为 (1,1),(7,3),(2,4), 求 A. 

解 A= (A458,AC), 并 且 向 量 48,AC 的 坐标 分 别 为 
(6,2), (1,3). 于 是 

6 十 6 


cos 一 4 = 三 一 一- 一 一 一 0.06， 
V40~v10 


A= arccos0.6. 
在 一 般 仿 射 坐标 系 中 度量 参数 不 会 这 样 简单 ,用 坐标 计算 内 
积 要 复杂 得 多 . 


cosla ,8 ) = 


例 1.14 正四 面体 ABCD 的 边 长 
为 a, EF,F 分 别 是 楼 AB,CD 的 中 点 (图 
1.17). 求 E,F 的 距离 d. 
E D 解 令 el=AB,e,=AC,e,=AD5. 
作 仿 射 坐标 系 [LA;ei,ez,esj. 则 EE,F 的 


” 坐标 分 别 为 | 十 ,0， 0 ， [0, 汪 ,二 ,从 而 
Cc 匹 六 的 坐标 为 (一 1/2, 1/2,1/2). 因为 


4 Ce1,ez) ,eises) 和 (ezses) 都 是 所 ,所 以 
e’ 一 C2， 1 一 一 ]， 2 3， 
C2 
ee 一 了， 拓 7/. 


于 是 
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EF:= (— e1/2 十 e€,/2 十 e3/2)? 
一 〈 一 el 十 e: 十 e3)2/4 
= (3a’? — a’)/4 = a’/2, 


Ee |EF| = a. 


习 题 1.3 


限 设 le |=3,181=2,(a ,8) 一 了 , 求 3a 十 28 和 和 2a 一 5 有 


的 长 度 ,并 求 它们 的 内 积 . 
2. 设 四 面体 4BCD 的 棱 |4B|=|14C|=2,|14D|=1, 人 BAC 


一 人 人 BAD 一 ,人 CAD 让 , 记 BC 的 中 点 为 已 ,人 ABCD 的 重心 为 


Q. 求 |4P|,14Q| 和 AP .AG. 

3. 设 入 4BC 的 角 有 4 为 45", 14B|=3,14C|=2,D 在 BC 边 
上 , (B,C,D)=2, 求 |4D1. 

4. 在 一 个 平面 直角 坐标 系 中 ,向 量 a ,B 的 坐标 分 别 为 
(一 1,2),(1,1), 求 ae 在 8 方 向 上 的 内 投影 和 外 投影 的 坐标 . 

5. 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 ,向 量 a ,8 ,7 的 坐标 分 别 为 
(1,0,2), (1,1,1), 《1,0, 一 2), 试 把 ce 分 解 为 向 量 wa 的 和 ,使 
得 a 和 B ,7 共 面 , a; 和 PB ,7 都 垂直 . 

6. 下 列 等 式 是 否 成 立 ? 如 果 不 成 立 ,请 加 条 件 ,使 得 它 成 立 , 

(1) |e|= |a |’; 

(2) al(a .Bp)=ep,; 

(3) (a ». BP)’=e@ Bp’. 

(4) (a . B)Y =a(B .7). 

7. 如 果 7 不 是 零 向 量 ,由 a，7Y =B .7 能 不 能 推出 a =p? 

8. 设 向 量 a ,8 ,7 共 面 ,其 中 a ,B 不 平行 ,证 明 ; 如 果 a 7 
=B。，7Y =0, 则 7Y =0. 

9. 设 向 量 a ,8 ,7 不 共 面 ,已 知 a "9G 王 8 .6 =7 .9 一 0， 
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证 明 6 =0. 
10. 证 明 三 角形 三 条 中 线 长 度 的 平方 和 等 于 三 边 长 度 平方 和 
的 -1 

11. 证 明 对 任何 向 量 a ,8 ,7 ,都 有 
(ae 十 8 十 7 )2 十 o 一 有 一 7 一 2Ca 十 B ) 。(a 十 7 )， 

12. 设 向 量 ae ,8 ,7 ,6 满足 a 十 B 十 7 十 6 ==0, 证 明 : 
+p=7 + (a+7). (B+7)=0; 
“+7=Bp+6d>(at+B). (B+7)=0; 
p+7=e+de (a 二 +ph).(a+7)=0. 

13. 对 空间 的 任意 4 点 4,B,C,D, 证 明 : 

(1) AB . CPD+BC . AD+CA . BP=0; 

(2) AB:+CP:=AC:+ BP: > AD . BC=0. 

14. 证 明 : 如 果 一 个 四 面体 有 两 对 对 棱 互 相 垂直 , 则 第 三 对 

对 棱 也 互相 垂直 ,并 且 三 对 对 楼 的 长 度 的 平方 和 相等 . 


$4 疝 量 的 外 积 


向 量 的 外 积 也 有 很 强 的 物理 学 背景 . 两 个 向 量 的 外 积 是 一 个 
向 量 . 物理 学 中 有 很 多 用 两 个 矢量 决定 第 三 个 矢量 的 运算 ,例如 由 
力 和 力 辟 决定 力矩 ,磁场 中 的 电流 受到 的 力 ,导体 切割 磁力 线 产 生 
电动 势 等 等 . 这 类 运算 提炼 成 几何 学 中 两 个 向 量 的 外 积 运算 . 由 于 
得 到 的 是 向 量 ,在 外 积 的 定义 中 比 内 积 多 了 对 于 方向 的 规定 . 综观 
上 述 各 类 物理 运算 ,所 得 向 量 的 方向 都 垂直 于 给 定 的 那 两 个 向 量 . 
但 这 样 的 方向 有 两 个 ,还 要 决定 其 中 一 个 . 为 此 ,我 们 先 介绍 三 个 
不 共 面向 量 的 定向 的 概念 


4.1 三 个 不 共 面 向 量 的 定向 
在 平面 直角 坐标 系 上 就 已 经 有 了 和 定向 的 概念 .如果 直角 坐标 
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系 的 z 轴 逆 时 针 旋转 90" 角 后 与 y 轴 重 合 ,就 称 它 是 右手 系 ; z 轴 
顺 时 针 旋 转 90" 角 后 与 y 轴 重 合 , 就 称 它 是 左手 系 . 也 可 这 样 来 描 
述 : 当 你 面 朝 z 轴 的 正 向 时 , y 轴 在 你 的 左 侧 就 是 右手 系 ; y 轴 在 
你 的 右 侧 就 是 左手 系 . 后 一 种 描述 法 可 用 来 描述 平面 上 的 任意 两 
个 不 共 线 向 量 a 和 8 的 定向 : 当 你 面 朝 a 的 方向 时 ,B 指向 你 的 
左 侧 , 就 说 a ,8 是 右手 系 ; B 指向 你 的 右 侧 ,就 说 a ,8 是 左手 系 . 
可 是 ,如 果 把 平面 放 在 空间 中 ,上 述 规定 就 有 问题 了 : 从 平面 的 不 
同 侧 向 看 ,左右 概念 是 颠倒 的 . 为 此 ,必须 先 确定 一 个 侧 向 ,才能 规 
定 平面 上 两 个 不 共 线 向 量 的 定向 . 

现在 设 a ,8 ,7 是 空间 中 的 三 个 不 共 面 的 向 量 . 如 果 把 a ,p 
放 在 一 张 平 面 上 ,在 7 所 指 的 该 平面 的 那 一 侧 看 它们 ,若是 右手 
系 , 则 称 a ,8 ,7 是 右手 系 ;者 是 左手 系 , 则 称 a ,8 ,7 是 左手 系 . 
这 就 是 所 谓 三 个 不 共 面 向 量 的 定向 .于 是 ,任何 空间 仿 射 坐标 系 都 
有 定 问 . 

三 个 不 共 面 向 量 的 定向 还 有 一 种 形象 的 描述 . 平 伸 出 右手 ,让 
竖 起 的 大 拇指 指向 a 的 方向 ,并拢 的 四 指 指向 B 的 方向 , 则 如 果 7 
指向 手心 所 对 的 一 侧 , 则 称 a ,8 ,7 是 右手 系 ,否则 称 左手 系 . 

排列 顺序 在 决定 三 个 不 共 面 向 量 的 定向 时 是 重要 的 . 当 把 其 
中 两 个 向 量 对 换 时 ,定向 要 改变 (请 读者 自己 检验 ). 于 是 当 a,p， 
7 是 右手 系 时 , B ,7 ,a 和 7Y ,a ,PB 也 是 右手 系 ;而 a ,7 ,B 是 左手 
系 ， Ba ”7 和 7 Bsa 也 都 是 左手 系 . 

当 疝 量 组 中 的 某 一 个 向 量 用 它 的 负 向 量 代 震 时 ,定向 要 改变 
(也 请 读者 验证 ). 


4. 2 外 积 的 定义 
定义 1.6 两 个 向 量 a ,8 的 外 积 是 一 个 向 量 , 记 作 e Xp , 它 
的 长 度 
laxB|=|all|Blsin(a,p) * 


( 即 a ,Bp 的 所 夹 平 行 四 边 形 的 面积 ,因此 当 a ,8 平行 时 c Xp =0)， 
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当 a ,8 不 平行 时 , 它 和 a ,8 都 垂直 ,并 且 a ,8 ,a XB 构成 右手 系 ， 

由 定义 立即 可 得 出 ， 

axXB=0<—a/ Ap. 

外 积 没 有 交换 性 . 从 定义 容易 看 出 , a XB 与 Bp Xa 的 大 小 相 
等 ,并 且 都 牌 直 于 a 和 Bb ,但 是 Ba,B Xa 是 右手 系 ,而 Bp sa ， 
a XB 是 左手 系 , 这 说 明 

BXa=—ax BB. 

这 个 性 质 称 为 外 积 的 反 交 换 性 . 


4. 3 外 积 的 双 线 性 性 质 


下 面 先 给 出 外 积 运算 的 一 些 几 何 直观 ,为 进一步 讨论 外 积 的 
性 质 做 准备 . 
cx 有 如 果 a 为 单位 向 量 , 并 且 xc 垂直 于 8 ， 
那么 a XB 就 是 B 绕 a 旋转 90° 而 得 到 的 
向 量 ( 图 1. 18). 
如 果 a 关 0, 记 a 为 a 方向 的 单位 向 
5 量 . 用 定义 可 看 出 , a XB 和 aoXB 有 相同 


的 方 癌 , 但 
本 laxB|l=|allaxBpl|, 
国 8 于 是 axXB=|ala,xB. 
从 定义 还 可 看 出 , a XBc8 和 a XB 的 方向 和 大 小 都 相同 , 即 
axXp=ax foep. 


综 上 所 述 ,得 到 
引 理 ”如 果 a 关 0, 则 a XP 就 是 5cB8 绕 a 旋转 90°" 而 得 到 的 
向 量 的 | a | 倍 . 
定理 1.4 对 任意 向 量 a ,8 ,7 和 实数 4, 有 等 式 
(1) a XxX (Bp)=A(a XB )=(Ma) XR; 
£2) a xX (B+Y)=a XB+aX?, (a+7)Xp =a Xp +Y xp. 
证 明 (1) 先 证 左面 的 等 式 . 
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如 果 a 是 单位 向 量 , 则 
a Xx (4p)=aX fo AP) = aX Apap 
是 45aB 绕 a 旋转 90" 所 得 向 量 ; 即 56 8 绕 a 旋转 90" 所 得 问 量 的 
4 售 , 也 就 是 4(a XB). 于 是 
a XxX (Bp)= ax BB). 
如 果 a 天 0, 则 | 
ax BB)=|ala x AB)=Ahala, xB= ax Bp). 
如 果 a =0, 等 式 显然 成 立 . 
用 外 积 的 反对 称 性 和 第 一 个 等 式 可 证 明 第 二 个 等 式 : 
(hla) XB=—Bpx Qa)=— PX a= ia x BB). 

(2) 只 证 第 一 个 等 式 ,第 二 个 等 式 的 处 理 方 法 同 (1). 不 妨 设 
a 天 0, 

设 mo 是 a 的 单位 化 ， 

a Xx(B 十 Y )=| a |aoX Pa (B 十 7 ) 一 | a laoX (pap 二 BaY )， 
它 是 FB 十 Ba7 绕 mo 旋转 90" 所 得 向 量 的 | a | 倍 ,也 就 是 B48 和 
Ba7Y 分 别 绕 mo 旋转 90* 所 得 阿 量 之 和 的 | a | 倍 , 即 

lalaxB+i+lalax7=axpB+i+ax7. 
于 是 得 到 等 式 
ax (B+7)=axBt+ax7. | 


4.4 用 坐标 计算 外 积 
设 [O;el »€2 ;ej 是 一 个 仿 射 坐标 系 , 则 


el X el 一 ef Xe 一 eiXei 一 0， 
设 向 量 a 和 B 的 坐标 分 别 为 (alyas ;a3) 和 (6b1 ,02 ,53) ; 则 用 外 积 的 
性 质 得 到 
a X B= (aiei + azes + ase3) X biei 十 bes 十 bses) 
一 aibe1 X es aibse1 X es abies X el asbes X 
十 asbie3 X el 十 asp2ei X és 
一 〈alp0: 一 4201)el X es 十 〈az03 一 asbs)es X es 
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十 Ei 一 awb)e X el 
22 21 
22 ， -| 
如 果 [O;e1,e;,esj 是 右手 直角 坐标 系 , 则 


el X€;=€3, E22 Xe€@3=eE€1, 63 Xel 一 ez 


dl C2 
él x €;. 


je, Xel 十 bb, 


e2 X 83 一 


于 是 ax 有 = Pe ed 
(ed e @€i。 
b, or | Wl oe el 
即 向 量 a XB 的 坐标 为 
C2 3 2C3 al GQ1 22 
9 9 (1. 6) 
pz b; bs bi b! b, 


例 1.15 设 在 右手 直角 坐标 系 中 ,点 A,B,C 的 坐标 依次 为 
(1 ,一 1,2),(3,2,2),(1,0,5). 求 三 角形 ABC 的 面积 S. 


解 S= 了 1 大 x 人 1. 


4 志和 4 人 的 坐标 分 别 为 (2,3,0) 和 (0,1,3). 用 公式 (1. 6) 求 
出 A 起 x AC 的 坐标 


3 0 0 311 
| 全 2” 引 = 0, —6,2, 
1 3 
因而 S 一 羡 V8I 十 36 十 4 一 人 


本 题 也 可 用 内 积 计算 . 因为 
sin’:(AB ,AC) = 1 — cos*(AB,AC), 
所 以 : 
| AB x AC|’= AbB: AC: sin:(AB, AC) 
一 Ab: AC: — AB: AC: cos: (AB ,AC) 
= Ab: AC: 一 (4B .AC): 
二 (4 十 9)(l 十 9) 一 3 = 121， 


因而 /TT 


例 1.16 解 方 程 组 
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ZIZ 十 py 十 ctz 一 0， 
QsX 十 boy 十 c2z = 0， 
这 里 两 个 方程 的 系数 不 成 比例 . 

解 ” 取 定 一 个 右手 直角 坐标 系 . 设 u,v 分别 是 坐标 为 (ai,b， 
c1) , 《az,bz,c2) 的 两 个 向 量 , 由 条 件 可 知 ,向量 u,v 不 共 线 , 即 wXw 
关 0. 则 (zx,y,z) 是 方程 组 的 解 的 充分 必要 条 件 是 向 量 r(z,y,z) 满 
是 r*w=r*v = 二 0,; 即 r(xz,y,z) 与 wXow 共 线 . wu Xv 的 坐标 为 


| bi C1 C1 Cl a bi 
22 cs| |e as| |a， b, ， 
由 此 得 出 方程 组 的 解 的 一 般 形式 ， 

s+ 可取 任意 实数 

b, cy? cz as a b; 
习 题 1.4 

1. 假设 空间 不 共 面 向 量 a ,8 ,7 构成 右手 系 , 指 出 下 列 向 量 

组 的 定向 : 


一 wa， 一 7/，p; Bb, —a,7; 一 ca 一， 一 7; 一 ,77， 一 ca， 

2. 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 ,已 知 平行 四 边 形 4BCD 的 顶 
点 A,B,C 的 坐标 依次 为 (1,1,1),(6, 一 1,2),(5,1,7), 求 此 平行 
四 边 形 的 面积 , 

3. 在 空间 右手 直角 坐标 杀 中 ,向 量 a ,8 ,7 的 坐标 依次 为 
(1,0, 一 1),(1, 一 2,0), (一 1,2,1), 求 (3a 十 B 一 >)X(Ce 一 8 十 
7 ) 的 坐标 . 

4. 证 明 等 式 (a XB) 二 (a .。B)’:=@ Bp:. 

5. 已 知 癌 量 a ,8 ,7 满足 a 十 十 7 ==0, 证 明 

a Xp = XY7?Y =7 Xa. 

6. 说 明 由 a XP = xy =7 Xa 推 不 出 a 十 Bp 十 7 =0. 但 是 
如 果 a XB =B XY =7 Xxa 关 0, 则 a 十 hp 十 7 =0. 

7. 设 入 4BC 的 顶点 A,B,C 在 一 个 平面 直角 坐标 系 中 的 坐 
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标 依次 为 (zy,y),(zzyyz), (zs ys) 证 明 人 A4BC 的 面积 为 
Zl 和 1 
六 x; 人 1 

Ts y3 1 

8. 如 果 7 不 是 零 向 量 ,由 a xy 一 Bp x7Y 能 不 能 推出 e =P ? 

9. 如 果 7 不 是 零 向 量 ,由 a .7 二 p .7Y 和 a XY 一 8 XY 能 
不 能 推出 a =8? 

10. 讨论 : 对 两 个 非 零 向 量 a,B, 从 a .7Y==0,B XY 0 能 
不 能 推出 7 ==0? 加 什么 条 件 可 以 推出 ? 

11. 已 知 a ,8 ,7 不 共 面 ,并 且 构 成 右手 系 , (a ,8 )= (a ,7 ) 
二 (Bp ,7 )=60°, 求 (a XB ,7 ). 


总 二 


$5 问 量 的 多 重 乘 积 


两 个 向 量 的 外 积 是 向 量 , 它 还 可 同 别 的 向 量 相 乘 ,这 就 产生 了 
向 量 的 多 重 乘积 的 概念 . 本 节 要 介绍 的 是 两 种 比较 有 用 的 情形 : 
二 重 外 积 和 混合 积 . 


5.1 二 重 外 积 


形 如 (a XB )X7Y 和 a XxX (8 Xx7 ) 的 运算 称 为 向 量 的 二 重 外 
积 .请 注意 一 般 来 说 (a XB )XY 和 aeX(p XY? ) 不 一 定 相等 , 即 二 
重 外 积 没 有 结合 律 . 例如 当 a ==B8 不 为 零 ,并 且 与 7 不 平行 时 ， 
(a XB )X?7Y=0, 而 a XxX (8 XY? )A0. 

命题 1. 4 .对 任意 向 量 a ;BP,7 ,有 等 式 

(1) (a XB)X7=(@a .7)B—(B .7 )a; 

(2) a X(BXY)=(a .7Y)p—(a .BB)7. 

证 明 这 里 只 验证 (1). (2) 可 从 外 积 的 反 交 换 性 和 (1) 推 出 . 

如 果 aa ,8 平行 ,不 妨 设 a 二 kB. (1) 式 左边 显然 为 零 ,其 右边 
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(a.7)B—(B.7)a=k(B.7)B—k(B.7)B=0. 

如 果 a ,8 不 平行 , 则 a XB 天 0, 且 垂直 于 a. 

作 直 角 坐 标 系 [O;ei ,ei,e3j, 使 得 ea 一 习 ,一 下 六 全 此 时 
a ,Pp »7 的 坐标 可 依次 假设 为 (a,0,0) 9 (bi 02 0), (cic2 ;C3). 则 a 
XB 的 坐标 为 (0,0,abs), (a XB)X7Y 的 坐标 为 (一 abzcz,abzc1,0). 
而 e .7 一 acl,8 .7 ==bici 十 bzcz, 从 而 Ca*7Y )8 一 (8 .7 )a 的 坐标 为 

(acib1 一 abici 一 abscz sacib; 一 0,0 一 0) = (— abscs ,abzc1 ,0). 

因此 (1) 式 成 立 ， 让 

(本 题 也 可 利用 外 积 的 几何 意义 来 验证 ,请 读者 思考 . ) 


5.2 混合 积 


把 a XB .7 ( 先 作 外 积 , 后 作 内 积 ) 称 为 向 量 a ,8 ,7 的 混合 
积 , 记 作 (a ,8 ,7 ). 混 合 积 是 一 个 数 , 它 具有 明确 的 几何 意义 . 

如 果 a ,8 ,7 共 面 , 则 a Xp 与 7 垂直 ,从 而 (ec ,8 ,7 )=0. 

下 面 设 a ,PB ,7 不 共 面 ,并 且 构 成 右手 系 . 作 平 面 x 平行 于 
a,P, 则 7Y 和 a XB 都 指 疝 x 同一 侧 , 而 a Xp 与 xx 垂直 .于 是 
(7Y ,a XB ) 是 锐角 . 

(a,P,7)=axXpB.7=|axBl|l7? lcos(Y ,axB)>0. 

如 果 a ,8 ,7 构成 左手 系 , 则 (7Y ,a XB ) 是 钝 角 , (a ,8 ,7 ) 二 0. 

下 面 给 出 a ,8 ,7 不 共 面 时 混合 积 的 几何 意义 . 任 取 一 点 O， 
作 04=a ,05=8 ,OC=7 . 则 以 线段 04,0B,OC 为 棱 的 平行 六 
面体 的 体积 为 

V=|laxBilh, 
其 中 是 C 到 0O0,4,B 所 在 平面 的 距离 ， 
h= |7|l|cos(? ,a x Bp)|, 
因此 当 a ,8 ,7 构成 右手 系 时 ，(a ,8 ,7 )= 二 V; 当 a ,B ,7 构成 左 
手 系 时 , (a ,8 ,7 ) 王 一下. 

混合 积 有 下 面 几 个 常用 性 质 ， 
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(1) (a ,8 ,7 )= 二 0 < > a ,Bp ,7 共 面 ; 
(2) (a ,Bp ,7 )=(8 ,7 ,a)=(7 ,a ,BP ); 
(3) (a ,pp ,7 )=a :Bp XY7. 
.((1) 和 (2) 从 混合 积 的 几何 意义 立即 可 以 看 出 (3) 的 等 号 右 
边 即 为 (8 ,7 ,a ).) 
例 1.17 对 任意 四 个 向 量 a ,8 ,7 ,6 ,证 明 拉 格 朗 日 恒等式 
a a6 
ed 
证 明 a xp .7Y X66=(axBpB,7?,6)=(a Xp)XY .6 
=[(a .7)p—(Bp .7)aj.d 
=(a 。7Y)(p .II) 一 (8 .7)(a .6) 
a a*d6 
8.7 8 
例 1. 18 如 果 a ,Pp ,7 不 共 面 , 则 B XY Xa,a XB 也 不 
共 面 ,并 且 是 右手 系 . 
证 明 (8xy ,7 Xa,a Xp)=(p X7)X(Y Xa).axp 
(BP,7Y ,a) (BB,7.,B) 
cy Ja a) hf) =p )>0, 
由 混合 积 的 几何 意义 , 即 可 得 到 结论 . 


5.3 用 坐标 计算 混合 积 


假设 向 量 a ,Pp yd 在 仿 射 坐标 系 [O;e 9C2 es] 中 的 坐标 依次 为 
(clay ,43) 9 (bi ,D2 ,03) 9 (cl sC2 Cs) , 则 


axp.7xd= 


ad» a; CQ1 203 
axBp= | a eXe 
Qa1 22 
bp b, eXe; 
于 是 
(a ,B ,7)= |a 十 cz > 十 cs | cea 
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Ad1 ,02 03 
一 |， b, 03| (elyezye3). 
Te C2 G3 
命题 1.5 设 向 量 a 8 ,7 在 某 个 仿 射 坐标 系 [O;ei,es;,esj 中 
的 坐标 依次 为 (a ,Q2903), (b1,b2,0b3), Cc ;C29C3) , 则 向 量 组 a ,Pp ,7 
共 面 的 充分 必要 条 件 为 
ZL 042 4s 
b! pb .b;|=0. 
C1 C2 Cs 
证 明 因为 (ei,e;,e3) 关 0, 所 以 
A1 ds 03 
a,B,7 共 面 =(a,B,7)=0 一 |b 6b bl=0. | 
C1 C2 C3 
命题 1.6 ”如果 向 量 a ,Pp ,7 在 右手 直角 坐标 系 [O;ei ,ei ,es] 
中 的 坐标 依次 为 (ai1,az,a3), (bp 55)， (ciyczycs)， 则 
Ql 4; 243s 


(ap ,7 ) 一 Oi b, b; |. 


证 明 当 [Oiei,ez,es] 是 右手 直角 坐标 系 时 ，(elyezyes) 一 1， 
从 而 得 到 结论 ， | 
例 1. 19 证 明 三 元 一 次 方程 组 
alZ 十 by 十 cz 一 di， 
| 十 bsy 十 czz = d;， 
43Z .十 b37 十 caz 一 ds 
有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 是 


Ql bl C1 
C2 bs C2 天 0 
as pb ca 
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并 在 此 情形 求 出 这 个 解 . 
解 ” 任 取 一 个 仿 射 坐标 系 [O;e1,ez,esj], 设 a ,B ,7 ,6 是 坐标 
依次 为 (a ,42Q3), (bi1,b2,b3), cic2c3), (di1,d; ds) 的 癌 量 . 则 方 
程 组 可 改写 为 向 量 方程 
Za 十 yp 十 zy 一 和. 
如 果 
ap a 


和 关 0， 


C2 b, C2 


as bs cs 
则 根据 命题 1.5, 向 量 组 a ,8 ,7 不 共 面 . 再 根据 定理 1. 1 的 (2)， 
向 量 方程 za 十 y8 十 zy =6 有 惟一 解 , 即 方程 组 有 惟一 解 . 
反之 , 若 原 方程 组 有 惟一 解 (&,m,n) ,此 时 

ka mpB+n7 =6. 
我 们 先 用 反 证 法 证 明 a ,8 ,7 不 共 面 . 假如 a ,8 ,7 共 面 , 则 根据 
命题 1. 1, 存 在 不 全 为 零 的 实数 (r,s,z) ,使 得 

ra 十 sp 十 17Y = 0， 

于 是 (十 r)a 二 + lm 十 5)B 十 (x 二 t)7Y=6. 
即 (& 十 rm 十 sn 十 t) 也 是 方程 组 的 解 , 它 不 同 于 (,m,n). 与 方程 
组 有 惟一 解 了 矛盾 . 于 是 我 们 证 明了 a ,8 ,7 不 共 面 ,从 而 
a bl a 


天 0. 


人 2 p2 C2 


as bs Ca 
下 面 来 求解 . 因为 
(CS ,8 ,7 ) 一 (za 十 28 十 2 ,7) 一 Z(a 8,7)， 
所 以 Z 一 (和 ,86,7)/(ap,7). 
用 坐标 代入 ,得 到 
di b a 
d, b, cy | 
ds bs ca 


al bl cl 


二 CC? pD cs 


as bs ca 
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用 同样 方法 可 计算 出 


al di ci a1 b1 Cl 
y= (a,0,7)/la,BY)= la, do cs | 22 b: | 
as ds cs 4 bs cs 
al pb di al bb cl 
z= (a,p,6)/(a,B,7Y)= la, p d; | ay by Cats 
as bs di Ca b3 ci 


这 个 例子 就 是 著名 的 克 莱 姆 法 则 (参见 线性 代数 课本 ) 在 三 个 
未 知 数 时 的 几何 证 明 . 


习 题 1.5 


1. 证 明 对 任意 3 个 向 量 a ,8 ,7 ， 

ax (BxX7)+BxC0Xa)+7x (axp)=0. 

2. 设 a 是 非 零 向 量 , 8 和 a 垂直 ,已 知 向 量 6 满足 a .& =c， 
a X& ==p, 证 明 ¢ — eh. 


3. 设 向 量 c 和 8 不 垂直 , 7 和 8 垂直 ,已 知 向 量 满足 ， 
a.€=c¢c, Bxé€=7, 
试 求 €. . 
4. 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 ,四 面体 的 顶点 4,B,C,D 的 坐 
标 依 次 为 (1,0,1),( 一 1,1,5) (一 1, 一 3, 一 3),(0,3,4), 求 此 四 面 
体 的 体积 ， 
5. 求 混合 积 (a ,8 ,7 ): 
(1) 在 一 个 空间 右手 直角 坐标 系 中 给 出 了 坐标 : 
a(1,0,3)， 8(2,4,3)， 7 (3,4,1); 
(2) 在 一 个 空间 左手 直角 坐标 系 中 给 出 了 坐标 : 
a(3,2, 一 1)， 有 (0,3,3)， 7 (5,2,1); 
(3) 已 知 a ,B ,7 为 右手 系 ,它们 的 长 度 都 为 2， 
(a ,BP )=(a ,7 )=(B ,7 )=60°. 
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6. 在 一 个 空间 仿 射 坐标 系 中 给 出 了 下 列 各 组 问 量 的 坐标 , 判 
别 它 们 是 否 共 面 : 
(1) ae(1,2,3)， 8 (2,3,4),7 (3,4,5); 
(2) a (3,2, 一 1),8 (0,3,7),7 (2,2,1); 
(3) a (2,1,3),8 (1,—1,—4),7 (5,1,2). 
(注意 ; 以 下 第 7~11 各 题 中 , a ,8 ,7 ,6 是 任意 4 个 向 量 . ) 
7. 证 明 ， 
aX(BX(7 X66))=(B .6)(aX7)— (B77)(aXd). 
8. 证 明 : aX (BX X6))=(a,7,6)B—(a: BB) XxX). 
9. 证 明 : 
(B ,7 ,06)a=(a .BB)(Y X66)+(a .7 )(0 XxB) 
+(a .6)(8 Xx?). 
10. 证 明 ， 
(1) (a XB)X(Y XxX6)=(a ,Bp ,6)7 —(a,B ,7 )6; 
(2) (a XB)XO xX)=(a ,7 ,38)68 一 (8,y ,6)a. 
11. 证 明 ， 
(PB,Y 6)a—(a,7 ,6)pP+(a,p ,6)7— (a ,BP,7)6 =0. 
12. 对 任意 3 个 向 量 a ,8 ,7 ,证 明 、 
a ,PB ,7 共 面 => a XB ,Bp X7,7 Xa 共 面 . 
13. 证 明 : 
aXp+pBPxXx7Y+7xXa=0 
< 一 存在 不 全 为 0 的 数 c1,cs,cs, 使 得 
cl 十 cz 十 cs 一 0， 
并 且 cia 十 cB 二 cs7=0. 
14. 证 明 : 
(a Xp)。(7 XI) 十 (axXG)。(8X7X ) 十 (axXY )。(CGXB) 一 0. 
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第 二 章 ”空间 解析 几何 


在 本 章 中 我 们 要 用 坐标 法 和 向 量 法 讨论 空间 中 的 某 些 几何 图 
形 , 以 及 和 它们 相关 的 几何 问题 . 这 些 图 形 包括 空间 中 的 平面 和 直 
线 ; 柱 面 、 锥 面 、 旋 转 面 等 特殊 曲面 ;还 有 二 次 曲面 .本章 在 内 容 上 
可 以 和 中 学 的 平面 几何 课 相 类 比 , 那 里 讨论 平面 上 的 图 形 ,现在 讨 
论 空 间 的 图 形 . 在 方法 上 现在 增加 了 向 量 这 个 工具 ,并 且 所 用 坐标 
系 不 再 局 限于 直角 坐标 系 , 还 可 用 仿 射 坐标 系 . 只 当 所 讨论 的 问题 
涉及 到 度量 时 才 用 直角 坐标 系 . 


$ 1 图 形 与 方程 


1. 1 一 般 方 程 与 参数 方程 


当空 间 取 定 一 个 仿 射 坐标 系 后 ,空间 中 的 图 形 就 可 建立 方程 . 
通过 方程 ,就 可 用 代数 方法 来 研究 图 形 , 从 而 把 几何 问题 转化 成 代 
数 问题 . 

图 形 的 方程 这 个 概念 在 中 学 平面 几何 课程 中 已 经 出 现 过 .一 
般 地 讲 , 对 于 一 个 图 形 S, 如 果 S 上 的 点 的 坐标 满足 某 种 数量 关 
系 , 而 S 外 的 点 的 坐标 不 满足 这 种 数量 关系 ,我 们 就 把 这 种 数量 
关系 称 为 S 的 一 个 方程 . 例如 在 一 个 直角 坐标 系 中 ,以 点 Mo(1,4， 
一 2) 为 球 心 , 半 色 等 于 2 的 球面 上 的 点 的 坐标 满足 方程 式 


(TC—1) 二 (一 4): 十 (z 十 2)’=4， 
而 不 在 球面 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 这 个 方程 式 , 我 们 就 把 它 称 为 
该 球面 的 方程 . | 


图 形 的 方程 最 常见 的 形式 是 以 三 个 坐标 xz,y,z 作为 变量 的 
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三 元 方程 式 或 三 元 方程 组 ,就 像 上 面 的 例子 那样 . 这 种 形式 的 方程 
通常 称 为 图 形 的 一 般 方程 . 

反 过 来 ,空间 有 了 仿 射 坐标 系 后 ,每 个 以 xz,y,z 为 变量 的 三 
元 方程 式 ( 组 ) 决 定 一 个 图 形 , 它 的 所 有 解 对 应 的 点 ( 解 (zoy,yoyzo) 
对 应 的 点 即 以 (zo,yo,zo) 为 坐标 的 点 ) 的 集合 构成 的 图 形 . 把 它 称 
为 此 方程 式 ( 组 ) 的 图 像 . 例如 方程 式 

之 一 0 
(看 作 工 和 y 没有 出 现 的 三 元 方程 式 ) 的 全 部 解 的 集合 为 
{Cz,y,0)|z,y ER}). 
它 决 定 的 点 集 就 是 zy 平面 ,因此 方程 式 z==0 的 图 像 是 zy 平面 . 
又 如 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 ,方程 组 
Z2 十 多 十 于 一 1， 
之 一 0 

的 图 像 是 zy 平面 上 以 原点 为 圆心 ,1 为 半径 的 圆周 . 它 也 就 是 两 
个 方程 的 图 像 的 交集 (第 一 个 方程 的 图 像 是 原点 为 心 ,1 为 半径 的 
球面 ,第 二 个 方程 的 图 像 是 zy 平面 ). 

方程 式 ( 组 ) 也 就 是 它 的 图 像 的 一 个 一 般 方程 . 

方程 式 ( 组 ) 的 图 像 是 惟一 决定 的 ,但 是 图 形 的 一 般 方程 并 不 
是 惟一 的 . 因为 不 同 的 方程 式 ( 组 ) 可 能 有 完全 相同 的 解 集 , 从 而 有 
相同 的 图 像 . 例如 方程 式 

(Tz 十 y 一 2)? 十 (y 一 z 和 十 1)*?==0 
和 方程 组 
工 十 ?一 2 一 0， 
一 zz 十 1 一 0 

同 解 ,它们 的 图 像 相同 , 记 作 5S. 则 S 至 少 有 两 个 不 同 的 一 般 方程 ， 
即 上 述 方程 式 和 方程 组 ， 

从 图 形 建立 一 般 方程 ,从 方程 确定 其 图 像 ,这 是 解析 几何 中 的 
两 大 基本 问题 ,也 是 贯彻 本 章 的 两 个 主要 问题 .但 是 方程 式 ( 组 ) 的 
形式 繁多 ,有 的 十 分 复杂 ;而 几何 图 形 则 更 加 变化 无 穷 . 我 们 不 能 
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企 求 找到 解决 上 述 两 个 问题 的 万 能 钥匙 ,在 本 书 中 只 能 对 某 些 简 
单 的 方程 讨论 其 图 像 ( 如 本 章 中 只 涉及 一 次 和 二 次 方程 ), 也 只 能 
对 一 些 特殊 的 图 形 建立 方程 (如 本 章 中 只 讨论 柱 面 、 锥 面 和 旋转 面 
等 )， 

本 书 中 会 常常 提 到 曲面 和 曲线 ,但 是 在 解析 几何 学 中 还 不 可 
能 给 出 它们 的 严格 的 定义 ,我 们 只 能 在 直观 上 了 解 它 们 . 曲面 有 两 
个 自由 度 ,曲线 只 有 一 个 自由 度 . 因此 一 般 来 说 ,一 个 三 元 方程 式 
PCz,y，,z) 一 0 的 图 像 是 曲面 ,而 两 个 三 元 方程 式 构成 的 方程 组 

pe 一 0， 


CCGz,y,z) 一 0 
的 图 像 是 曲线 . 但 是 也 有 特殊 情形 ,例如 方程 式 
TX: 十 y= 二 0 
和 方程 组 
上 一 0， 
yy 一 0 


同 解 ,图 像 是 一 条 直线 . 
参数 方程 是 图 形 的 另 一 种 常见 的 方程 ,特别 对 于 曲线 . 物理 学 
中 ,曲线 常常 是 质点 运动 的 轨迹 . 随 着 时 间 的 变化 ,点 的 位 置 在 变 
化 , 它 的 三 个 坐标 也 在 变化 ,因此 都 是 时 间 z 的 函数 . 把 这 三 个 函 
数 表 成 下 列 方程 组 : 
r= f0), 
本 g(t), 


z= h(t), 
(z 在 某 个 范围 变化 ) 就 得 到 曲线 的 一 个 参数 方程 , 参数 不 必 都 是 
时 间 , 也 可 以 用 其 他 的 变量 . 
例 2.1 在 一 个 直角 坐标 系 中 , 求 参数 方程 
TI 一 70COSCL， 
| =rosinwt» (+t ER) 
z= ht 
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的 图 像 , 这 里 ro 汪 0,h 关 0,w 关 0 都 是 常数 ， 
解 ” 随 着 参数 上 时间) 的 变化 , 动 点 的 高 度 (z 坐 
| 标 ) 作 速率 为 h 的 匀速 运动 ,同时 它 在 zy 平面 上 的 
投影 绕 z 轴 作 角速度 为 w 的 匀速 圆周 运动 . 其 图 像 
称 为 贺 螺 线 ( 见 图 2. 1). 
曲面 的 参数 方程 含有 两 个 参数 ,一 般 形式 为 : 
r= f(s,t), 
| = g(s,t), 
| z= h(s,t). 
例 2.2 在 一 个 直角 坐标 系 中 ,参数 方程 


立 一 70oCOSL ， 
图 :2.1 |r (s,t ER) 
之 二 5 
(ro 之 0 为 常数 ) 的 图 像 由 所 有 到 z 轴 的 距离 等 于 zo 的 点 所 构成 图 


形 , 这 是 一 个 以 > 轴 为 轴线 ,ro 为 半径 的 圆柱 面 ( 详 见 本 章 35 中 
5.1 的 3). 


1.2 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 


在 空间 中 ,除了 仿 射 坐标 系 和 直角 坐标 系 这 两 种 最 常用 的 坐 
标 系 外 ,还 有 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 , 对 于 某 些 特殊 的 图 形 用 它们 来 
建立 方程 比较 简单 . 

取 定 空间 的 一 个 右手 直角 坐标 标 架 [O;ei,es,esj. 于 是 在 zy 
平面 上 可 确定 一 个 极 坐 标 系 , 它 以 O 点 为 极点 ,z 轴 为 极 轴 . 设 点 
M 的 直角 坐标 为 (x,y,z), 它 在 zy 平面 上 的 正 投影 Mo 的 极 坐 标 
设 为 (r,$), 则 MM 的 位 置 可 由 rr,$,z 这 三 个 数 确定 . 称 有 序数 组 
(r,$,z) 为 M 的 柱 坐 标 , 其 中 7r 宇 0,0 三 $ 二 2x. 我 们 把 每 一 点 到 它 
的 柱 坐 标的 这 种 对 应 关系 称 为 柱 坐标 系 . 

球 坐 标 系 也 是 由 右手 直角 坐标 标 架 决定 的 . M 和 $$ 如 上 所 
设 . 记 R 是 M 到 0O 的 距离 ; 当 R 承 0 时 , 记 0= 人 (es,O0M), 则 MM 

50 


的 位 置 又 可 由 R,$,9 这 三 个 数 确 定 . 称 有 序数 组 LR,$,0) 为 M 的 
球 坐标 ,其 中 R 之 0,0 二 二 27 ,0 二 9<x. 每 一 点 到 它 的 球 坐 标的 这 
种 对 应 关系 被 称 为 球 坐 标 系 . 

于 是 当 取 定 空间 的 一 个 右手 直角 坐标 标 架 后 ,不仅 得 到 一 个 
直角 坐标 系 ,又 产生 一 个 柱 坐 标 系 和 一 个 球 坐标 系 . 从 球 坐 标 计算 
直角 坐标 的 公式 为 

X= RsinOcosg, 
| y = RsinOsing, 
z 一 Rcosl0. 
从 柱 坐 标 计 算 直 角 坐 标的 公式 为 
X= rcosy, 
| 一 rsing, 

一 个 以 O 为 球 心 ,Re 为 半径 的 球面 在 球 坐 标 系 中 的 方程 最 简 
单 ， R=R,. 

例 2. 2 中 的 圆柱 面 在 柱 坐 标 系 中 的 方程 为 : ~ 一” 例 2. 1 中 
的 圆 螺 线 在 柱 坐 标 系 中 的 方程 为 


Ag = wz， 


习 题 2.1 


1. 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 , 写 出 下 列 球面 的 方程 
(1) 以 (1,0,2) 为 球 心 ,经 过 点 (4,4,2); 
(2) 以 线段 MN 为 直径 ，M, N 的 坐标 分 别 为 (0, 一 2,4)， 
(2,—4,6); 
(3) 经 过 4 个 点 4A(2,0,2),B(2,3,0),C(3,4,1),D(1,1,1); 
(4) 经 过 点 (一 1, 一 5,3) 和 圆 
(z 一 1)2 十 (yy 一 1) 十 z2 一 25， 
之 一 0; 
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(5) 经 过 点 (一 1,2,5) ,并 且 和 三 张 坐标 平面 都 相 切 . 

2. 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 ,下 列 方程 的 图 像 是 不 是 球面 ? 
如 果 是 , 求 出 球 心 和 半径 . 

(1) zx? 十 y? 十 z? 十 27 一 4y 十 4z 二 0; 

(2) 十 y 十 z? 一 8X 一 2y 十 4z 一 4 二 0; 

(3) Zz? 十 yy 十 z? 十 2z 一 4y 十 6z 十 15==0; 

(4) zT? 十 十 z? 十 4z 十 2y 十 12z 十 41 二 0. 

3. 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 ,方程 xz? 十 十 z? 十 2azx 十 2by 十 
2cz 十 d= 二 0 的 图 像 是 球面 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 

4. 说 明 下 列 曲线 都 在 一 个 球面 上 ， 

Z 一 3sing， Z 一 上/ (1 十 大 十 共 ) ， 
(1) (oon (2) [worere 
z= 5c0s$; z 二 3/(1 十 & 十 1)， 

i a 

2yY 十 4 一 3. 

5. 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 ,下 列 方程 (方程 组 ) 的 图 像 是 什 
人 么 ? 

(1) (zy 二 z 一 4) (zr: 二 +y 二 +z:—9)=0; 

(2) (十 十 z :一 25)? 十 [《zx 一 2 十 Cy 十 1 十 (zz 一 2)? 一 
16]=0. 

6. 在 同一 个 空间 右手 直角 标 架 所 决定 的 直角 坐标 系 、 柱 坐标 
系 和 球 坐 标 系 中 , 写 出 下 列 坐标 转换 关系 : 

(1) 由 点 的 直角 坐标 求 柱 坐标 和 球 坐 标 ， 

QW (1,1,1)， @ (0, 一 2,1)， @ (0,0,1); 

(2) 由 点 的 球 坐 标 求 直角 坐标 和 柱 坐 标 ， 


©@ [二 到, 亚 ] ， 四 [2, 亚 , 玛 | ， 图 (a,120°,135°); 
(3) 由 点 的 柱 坐 标 求 直 角 坐 标 和 球 坐 标 ， 

@ (2,60°,—2), 加 (2,225°,5). 

7. 把 下 列 柱 坐 标 系 ((1) 与 (3)) 和 球 坐 标 系 ((2) 与 (4)) 中 的 
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方程 转化 为 直角 坐标 系 中 的 方程 ,并 说 明 图 像 的 几何 意义 ， 
(1) r=1; 
(2) 2<R<4; 
(3) r=2sing (O07); 


(4) R=4cos0 0<O< 开 | 


8$2 平面 的 方程 


本 节 讨 论 仿 射 坐标 系 中 平面 的 方程 ,并 用 它 讨 论 平面 间 的 位 
置 关 系 . 

取 定 空间 的 一 个 仿 射 坐标 系 [O;el,es,e3j, 下 面 出 现 的 坐标 都 
是 在 这 个 坐标 系 中 的 坐标 . 


2. 1 平面 的 方程 


在 几何 上 ,决定 一 张 平 面 可 以 用 各 种 不 同形 式 的 条 件 . 例如 ， 
过 不 共 线 的 三 个 点 决定 一 张 平面 ;过 一 直线 和 线 外 一 点 决定 一 张 
平面 ;过 两 条 相交 直线 决定 一 张 平面 ;过 两 条 平行 而 又 不 重合 的 直 
线 决 定 一 张 平面 等 等 .但 是 这 些 不 同形 式 的 条 件 都 可 以 化 归 为 下 
面 的 “点 向 式 ” 条 件 : 平面 上 的 一 点 和 两 个 与 此 平面 平行 的 不 共 线 
向 量 决定 一 张 平面 . 下 面 我 们 就 在 最 后 这 种 条 件 下 建立 平面 的 方 
程 . 
设 平面 x 过 点 M6, 平行 于 两 个 不 共 线 的 向 量 wl 和 wz. 于 是 点 
M 在 + 上 的 充分 必要 条 件 是 向 量 Mo 用 ,wi ,uz 共 面 . 由 于 ww 和 w， 
不 共 线 ,这 个 条 件 等 价 于 M6。 用 可 表示 成 ul 和 ws 的 线性 组 合 , 即 存 
在 实数 ;,t, 使 得 
MM = sui 十 tu,. (2. 1) 
下 面 用 坐标 来 表 出 这 个 条 件 . 设 点 Mo, 向 量 w 和 wz 的 坐标 依 
次 为 (Xo, yoy Zo) 9 (Xi Yi,2Z) 和 (X,,Y,,Z;,). 动 点 M 的 坐标 为 
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(zy,z). 则 (2.1) 式 可 写成 
工 一 zo = SAT 二 ts 
此 -> 人 (s,t ER) 
z CO— zo = SZ1 二 t2,，, 
即 


yy 一 十 sS1 十 好 ?， (s,t ER) (2. 2) 
z 一 zo 十 SZi 十 1Z?， 
这 就 是 平面 x 的 参数 方程 . (2. 1) 式 可 称 为 的 向 量 式 的 参数 方 
程 . 
根据 命题 1. 5, 向 量 MoM ,ui ,us 共 面 等 价 于 


之 一 oO JJ 一 yo Xo 


| 一 Zo 十 5X 十 tX;， 


从 1 6 Zi 二 0, 
入， Y, Z， 
计算 出 左边 的 行列 式 , 得 到 方程 
Ar 十 By 十 Cz 十 D=0， (2. 3) 
其 中 
ial | | 4 | ec | a 
Y, Za 2 X, X,Y, 
Xo Jo 2%o 
D=— IX! Y, 2 |， 
X, Y, 2Z, 


方程 (2. 3) 即 为 平面 的 一 个 一 般 方程 . 由 于 wl 和 wz 不 共 线 ,一 
次 项 的 系数 A,B,C 不 全 为 零 ，(2. 3) 是 一 个 三 元 一 次 方程 . 这 样 
我 们 就 证 明了 空间 的 每 张 平面 都 有 一 个 一 般 方程 是 三 元 一 次 方 
程 ,这 是 平面 的 最 简单 的 一 般 方程 . 以 后 我 们 说 平面 的 一 般 方程 专 
指 这 种 一 次 方程 . 
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反 过 来 ， TY 的 每 个 一 次 方程 
kr 十 my 十 nz 十 p= 二 0 (2. 4) 
的 图 像 都 是 平面 .为 了 证 明 这 个 结论 ,只 要 找 一 个 点 和 两 个 不 共 线 
的 向 量 ,使 得 它们 决定 的 平面 以 (2. 4) 为 方程 . 
因为 (2. 4) 是 一 次 方程 ,所 以 它 的 一 次 项 的 系数 &msz 不 能 
全 为 零 . 不 妨 假设 k 关 0, 于 是 (2.4) 可 改写 为 


z 十 也 yy 之 
—m &k& 0|=0. 


一 天 0 1 


于 是 从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ，(2. 4) 为 过 点 Mu| 一 二 ,0,0] ,平行 
于 向 量 w( 一 m,,0) 和 ws( 一 n,0,k) 的 平面 的 一 般 方程 。 

例 2.3 求 过 点 Pi(a,0,0),P,(0,b6,0) 和 PP;(0,0,c)( 其 中 aa， 
b,c 都 不 为 零 ) 的 平面 的 方程 . 

解 ” 已 知 所 求 平面 过 点 Pi, 平行 于 向 量 PiPi( 一 a,6,0) 和 
PiP;( 一 a,0,c). 它 的 方程 为 


Ta YY zZ 
—a bb 0 
—a 0 c 


一 0， 


即 

Br dnd 

本 题 也 可 以 用 待定 系数 法 解 . 设 所 求 方程 为 
Az 十 By 十 Cz 十 D=0， 
用 点 Pi(a,0,0),P2(0,65,0) 和 PC(0,0,c) 的 坐标 代入 上 述 方程 来 
决定 系数 A,B,C. 注意 我 们 不 必 ( 也 不 能 ) 完 全 确定 它们 ,只 用 确 
定 它们 的 比例 关系 (因为 每 个 系数 都 乘 上 同一 不 等 于 零 的 常数 时 ， 
方程 的 图 像 不 改变 ). 由 本 题 条 件 求 出 
es 
a b C 
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于 是 ,对 任何 不 等 于 零 的 常数 DD， 
| 


a 


都 是 所 求 平面 的 方程 . 


?+p-。 


2. 2 平面 一 般 方 程 的 系数 的 几何 意义 


现在 我 们 讨论 : 平面 的 一 般 方程 的 四 个 系数 反映 平面 的 什么 
几何 特征 ? 
平面 的 主要 几何 性 状 是 它 的 倾斜 状态 . 譬如 说 它 是 水 平 的 ,还 
是 向 哪 一 边 倾 斜 的 ? 倾斜 程度 多 大 ? 本 书 中 用 倾向 这 个 术语 来 表 
示 这 种 倾斜 状态 . 显然 ,两 张 平行 的 平面 有 相同 的 倾向 . 平面 的 倾 
向 也 反映 在 “哪些 问 量 和 平面 平行 ?”， 
定理 2.1 假设 平面 x 的 一 般 方程 是 
Arz 二 By 十 Cz 十 D=0， 
则 向 量 r(%,m,n) 平 行 于 x 的 充分 必要 条 件 是 
Ak 十 Bm 二 Cn=0. 
证 明 任 取 平 面 n 上 的 一 点 Mo(lzo ? Yo ,0) ;由 | 
Azo 十 Byo 十 Czo 十 DD=0. 
记 M 为 以 (zo 十 ,yo 十 m,zo 十 nn) 为 坐标 的 点 , 则 r= 二 Mo 用 ,从 而 
平行 于 x 的 充分 必要 条 件 是 ME r，, 即 
A(zwo 二 有) 十 BCyo 十 m) 十 Clzo 十 n) 十 D=0， 
也 就 是 Ak 十 Bm 十 Cn 二 0 1. 

这 个 定理 说 明 , 平 面 一 般 方 程 的 一 次 项 系数 A, B,C 共同 
决定 了 平面 的 倾向 . 从 定理 还 可 看 出 ,每 个 一 次 项 系数 是 否 为 零 各 
有 其 几何 意义 ， : 

A=0<e/ rr， 
即 
4 = 二 0:<=> Z 轴 平行 于 r. 
对 称 地 ， 
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B = 0 <=> y 轴 平 行 于 x*，C = 0 <=> z 轴 平 行 于 x. 
容易 看 出 ， 
D = 0 < 一 坐标 系 的 原点 O 在 x 上 . 


2.3 平面 间 的 位 置 关系 


两 张 平面 间 的 位 置 关 系 有 相交 和 平行 两 种 情形 . 相交 时 交集 
为 一 条 直线 . 平行 即 倾向 相同 ,又 可 分 为 重合 和 无 交点 (平行 而 不 
重合 ). 利用 定理 2. 1 ,容易 用 方程 来 判断 两 张 平面 的 位 置 关系 . 

命题 2.1 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,给 出 两 张 平面 的 方程 : 

Tn: Az 二 Biy 二 Cz 二 D,==0， 
zz: 4:z 十 Bzy 二 Czz 二 D, = 0. 
则 

(1) zo 平行 于 x <=> 4 : 4: 一 Bi : Bs=C1: C,; 

(2) ri 一 Try < 全 4 : A,=Bi: DB 一 Cl : C;,=D1 : D,. 

证 明 (1) 的 一. 当 4: : 4:=B : B=C1:C; 时 ,方程 

Ak 十 Bm 十 Cn 二 0 与 Ask 十 Bom 十 Cn==0 
同 解 . 根据 定理 2. 1， 
问 量 r《% ,myn) 平 行 于 x < 一 r 迟 m,n) 平行 于 x， 
从 而 mm 和 x; 倾向 相同 , 即 平行 . 

(1) 的 二 ~. 问 量 a(Bi, 一 Ai,0) 平 行 于 xl, 从 而 平行 于 zz. 根 
据 定理 2. 1，42:B: 一 4;B: 一 0. 

类 似 地 有 ER 和 二 由 此 得 到 结论 , 

(2) 的 < 一 . 当 4); : =B: B,=C1 : C= : D, 时 ,方程 

zt Bytet D0 i on 
同 解 , 从 而 x =z;. 

(2) 的 一 . 由 (1) 的 “一 ”4 : 4A, 二 Bl: Bs, 二 C1 : C2. 假如 
4 : A;==B1 : DB: 一 Cl : C: 天 Di : D;, 则 方程 

Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di 二 0 和 ”Asx 十 Boy 十 C2z 十 D;, 二 
无 公共 解 ,从 而 zt 和 zt 无 交点 ,与 条 件 矛 盾 . 得 到 结论 ， 
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命题 的 结论 (1) 等 价 于 : 
xi 与 xs 相交 > Ai,Bi,Ci 和 4:,B:,C: 不 成 比例 . 
(2) 说 明 一 张 平 面 的 一 般 方程 虽然 不 惟一 ,但 它们 之 间 只 是 
相差 一 个 非 零 的 倍数 . 
命题 2. 1 也 可 以 通过 求 方程 
Aizx 十 Biy 十 Ciz 十 Di 二 0 和 Azz 十 Bzy 十 Caz 十 D2 二 0 
公共 解 的 方法 来 证 明 . 这 是 纯粹 的 代数 方法 .下面 的 命题 就 采用 这 
种 方法 证 明 . 
命题 2.2 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,给 出 三 张 平面 的 方程 : 
xi: Az 二 Biy 十 Ciz 二 + D) = 0， 
zz: AsTX 十 Boy 十 C2z 二 D, = 0,， 
Axa: Ast 二 Biy 十 Csz 十 也 ;一 0， 
则 ma,zz,xs 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 
Al B, CO 
A, B, CC, 
A, B, Cs 
证 明 mi,zz,rxs 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 ,方程 组 
| 十 Biy 十 Ciz 十 D) = 0， 


天 0. 


4 十 By 十 Czz 十 也) 一 0， 
4z 十 By 十 Csz 十 了 ;一 0 
有 惟一 解 .用例 1. 19 的 结果 ,得 到 结论 . 1 
当 三 张 互相 不 平行 的 平面 不 是 相交 于 一 点 时 ,可 能 有 两 种 情 
形 : 或 者 他 们 相交 于 一 条 直线 ,或 者 它们 两 两 相交 得 到 三 条 互相 
平行 但 不 重合 的 直线 ,这 两 种 情形 的 区 别 在 下 节 中 讨论 . 


“2. 4 三 元 一 次 不 等 式 的 几何 意义 


一 张 平面 x 把 空间 分 割 成 两 个 半空 间 ,每 个 半空 间 都 是 由 处 
于 平面 同 侧 的 所 有 点 构成 的 . 设 在 一 个 仿 射 坐 标 系 中 , 的 方程 为 
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Az 十 By 十 Cz 十 D=0， 
下 面 我 们 来 说 明 ,不 等 式 
Az 十 By 十 Cz 十 DD 二 0 
和 
AXz 十 By 十 Cz 十 D=0 
的 图 像 分 别 是 这 两 个 半空 间 . 
对 空间 的 每 一 点 M(z,y,z) ,规定 实数 f(M)==Az 十 By 十 Cz 
十 DD, 得 到 定义 域 为 整个 空间 的 一 个 函数 . 显然 
f(M)=0<=>METL. 
容易 证 明 ( 习 题 2. 2 的 第 9 题 ), 对 于 空间 中 的 任意 两 点 Mi, Mi;， 
f (Mi) = f (Ms) 一 MM 平行 于 x. 
引 理 ”如果 三 点 Mi,Mi,Mo 共 线 ,并 且 定 比 (Mi,M;,Mo) 一 
4, 则 
FM = HE + Ss. 
证 明 设 M1, M; 的 坐标 分 别 为 (zi, yi,z1)， (zz,y2，22), 则 
Mo 的 坐标 为 
Zi 十 AZzz yi 十 4y， Zl 十 Az; 
1 十 4 ”1 十 4 ”1 十 4 
(参见 第 一 章 8$ 1 和 8$4). 于 是 


Ar 十 jz , BOn 十 ja) 
f (Mo) 一 丁丁 十 1 十 4 


_ Azi+ By 二 + Cz 二 D 
加 1 十 4 
_ {M1) | HfM) 
“1 十 4 1 十 4 
命题 2.3 对 于 任意 两 点 Mi 和 M:, 它 们 分 别 位 于 平面 x 的 
证 明 先 证 明 必 要 性 ， 因 为 M',M; 在 NT 的 两 侧 ,线段 MM; 
与 Ug 相交 . 设 交 点 为 Mo。, 则 A= (Mi, M;,, M0)>>0. 因为 


C(zi 十 Az,) 
i 


ACAz; 十 By; + Cz 十 万) 


十 1 十 4 
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fAM) MG) 
下 
所 以 fM.) 一 一 Af(M,). 
从 而 f(M1),f(M;) 蜡 号 . 


证 明 充 分 性 . 只 用 说 明 当 Mi,M 在 的 同 侧 时 ，f (M1)， 
(M2) 同 号 . 取 点 Mas 在 另 一 侧 , 则 fCM1),fCM:) 都 和 fC(Ms) 蜡 
号 ,从 而 它们 同 号 .1 

命题 说 明 ,满足 FCM) > 之 0 的 点 构成 x 一 侧 的 半空 间 ，FCM) 
0 的 点 构成 x 另 一 侧 的 半空 间 . 


习 题 2.2 


1. 下 列 各 组 条 件 能 不 能 决定 一 张 平面 ? 为 什么 ? 要 添加 什么 
要 求 才 可 以 ? 

(1) 过 空间 的 三 个 不 同 点 ; 〈2) 过 空间 的 一 点 和 一 条 直线 ; 

(3) 过 空间 的 两 条 不 同 直线 ; 

(4) 过 空间 的 两 点 并 且 平 行 于 一 条 直线 . 

2. 在 仿 射 坐标 系 中 , 写 出 满足 下 列 条 件 的 平面 的 方程 : 

(1) 经 过 点 M(1,1,1), 平 行 于 向 量 wi (1,0, 一 1)， 
U2(0,3,—4); 

(2) 经 过 点 Mi(1,0,2) ,M2(2,4, 一 1),M;( 一 3, 一 5,1); 

(3) 经 过 点 M1( 一 1,0,2), M2(1,3, 一 2) 并 且 平 行 于 向 量 
u(—1,—2,—4); 

(4) 经 过 点 M(2,1,3) ,平行 于 平面 2z 一 3y 十 z 一 4 二 0. 

3. 在 仿 射 坐标 系 中 , 写 出 满足 下 列 条 件 的 平面 的 方程 : 

(1) 经 过 坐标 原点 和 点 Mi( 一 2,1,2),M;(1,1, 一 2); 

(2) 经 过 点 M(1,2, 一 3) ,平行 于 zy 平面 ; 

(3) 经 过 点 M(1,2,0) 和 yy 轴 ; 

(4) 平行 于 xz 轴 , 经 过 点 Mi(1, 一 1,2),M;(2,0, 一 1); 

(5) 经 过 z 轴 ,平行 于 向 量 wx(1, 一 1,3). 
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4. 设 Mi (ZX1 »Y1 ,Z1) Nd (zz ? 2 ,之 2) fs (zs 9?.y3 ,z3) 是 不 共 线 的 
三 个 点 ,证 明 : 


SB 
[J 
© 
[2 
以 
[3 
i 


3 Ys 2Z3 
是 这 三 个 点 所 决定 的 平面 的 方程 . 
5. 说 明 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,下 列 方程 的 图 像 
(1) (zz 十 3y 一 z 一 2)(43z 十 y 十 z 一 4) 一 0; 
(2) (2z 十 3y 十 z 一 1)* 一 (一 zx 十 y 一 z 十 4): 二 0. 
6. 判别 下 列 各 对 平面 的 位 置 关 系 : 
(1) Zz 十 3y 一 z 一 2 二 0 和 2z 十 6y 一 2z 一 2 二 0; 
(2) Zz 十 y 十 3z 一 4 二 0 和 Xz 十 3y 十 z 一 4 二 0; 
(3) 3z 十 2y 十 z 一 6 二 0 和 己 十 二 十 车 一 1 一 0， 
7. 判别 下 列 各 组 平面 是 否 相 交 于 一 点 : 
(1) Z 十 ?一 2z 一 2 一 0，Zz 一 27 十 z 十 1 三 0， 一 2z 十 ?十 z 一 4 一 


(2) ee ee ZX 十 y 十 3z 一 4 二 0, Zz 十 y 十 z 一 4 二 0; 
(3) ZX 一 2y 十 3z 一 4 二 0, ZX 十 2y 十 2 一 4 二 0, ZX 十 y 一 z 一 4 二 0. 
8. 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,三 张 平面 的 方程 为 
Th:aX 十 y 十 z 十 1 = 二 0， 
7z: 工 十 ay 十 zx 十 2 一 0， 
xs: 工 十 yy 一 2z 十 3 一 0， 
在 a 为 什么 数 时 ,它们 不 相交 于 一 点 ,又 互相 都 不 平行 ? 
9. 设 在 一 个 仿 射 坐 标 系 中 ,平面 x 的 方程 为 
Az 二 By 十 Cz 十 D=0， 
证 明 ， 对 于 空间 中 的 任意 两 点 Mi (Zz »Y1 ,之 1) ,Ad (zx2 » 2 ,2) 9 
4zi Byit Cz 一 4zs 十 已 ys Cz MM 平行 于 r. 
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10. 设 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,三 张 平面 的 方程 为 


TX: Az 二 By 十 Cz 十 D;= 二 0，i1 二 1,2,3， 
其 中 Di,D:,D: 互 不 相等 ,又 设 一 条 直线 和 它们 相交 ,交点 为 忆 ， 
Q,R, 求 (P,Q,R). 
11. 设 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,两 张 平行 平面 的 方程 为 
Ni: AzX 十 By 十 Cz 十 D:==0，1==1,2， 
求 和 它们 距离 相等 的 点 的 轨迹 . 


12. 设 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,给 定 了 两 张 平行 平面 的 一 般 方 


程 : 
NT: 37z 一 27y 十 5z 十 2 天 0，7o:6z 一 47y 十 10z 一 5 一 0， 
求 到 zx 的 距离 和 到 x; 的 距离 之 比 为 2: 1 的 点 的 轨迹 . 


8 3 直线 的 方程 
本 节 讨 论 在 仿 射 坐标 系 中 ,直线 方程 的 各 种 形式 . 


3.1 直线 的 两 类 方程 


几何 上 确定 一 条 直线 常常 通过 取 定 直线 上 的 两 点 ,或 取 定 一 
点 和 平行 于 直线 的 一 个 非 零 向 量 . 因为 前 者 容易 转化 为 后 者 ,所 以 
下 面 只 讨论 从 点 和 癌 量 来 决定 直线 的 方程 的 方法 . 
设 直 线 / 经 过 点 Mo(zo,yoyzo) ,平行 于 非 零 问 量 &(X,Y,Z)， 
则 
点 M(z,y,z) El > MM Na 
用 坐标 写 出 ,就 得 到 直线 的 标准 方程 


又 因为 w 考 0, 所 以 MM/u 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 实数 4， 
使 得 


MM = Mu. 
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用 坐标 写 出 ,就 得 到 直线 的 参数 方程 
二 Xo 十 AX，,- 
| 一 yo 十 4Y， 
z= 二 zo 十 22. 

直线 的 这 两 种 方程 虽然 形式 上 不 同 , 并 有 各 自 的 意义 ,但 它们 
都 直接 表现 出 直线 的 几何 意义 , 即 它 的 方向 和 所 经 过 的 一 个 点 ,也 
都 直接 可 从 点 和 方向 写 出 . 我 们 把 这 两 种 方程 统称 为 直线 的 点 向 
式 方 程 . 

确定 直线 的 另外 一 种 方法 是 把 它 作为 两 张 平面 的 交 线 . 设 直 
线 /是 平面 

xz: 47z 十 By 十 Ciz 十 了 一 0 
和 
rz: 4Zz 十 By 十 Coz 十 已 一 0 
的 交 线 , 则 三 元 一 次 方程 组 
Aiz 二 Biy 十 Ciz 十 Di = 0， 
AsTX 十 Boy 十 Coz 十 D, = 二 0 

就 是 /的 一 个 一 般 方程 (通常 直线 的 一 般 方程 都 是 指 这 种 形式 的 
方程 组 ), 因 x, 和 xz 相交 , 故 这 两 个 方程 的 一 次 项 系数 不 成 比例 . 

直线 的 一 般 方 程 不 能 直接 显示 出 它 的 几何 特点 , 即 方向 和 经 
过 的 点 ,这 在 应 用 上 是 不 方便 的 . 另外 ,直线 有 许多 一 般 方程 : 任 
取 两 张 经 过 此 直线 的 不 同 平面 , 则 把 它们 的 方程 联 立 , 就 得 到 直线 
的 一 个 一 般 方程 . 两 个 一 般 方 程 不 经 过 计算 ,一般 不 容易 直接 看 出 
它们 是 不 是 同一 直线 的 方程 . 这 也 给 应 用 带 来 不 便 . 但 是 一 般 方程 
也 有 其 优点 ,这 就 是 在 许多 情况 下 它 容易 求 得 . 

例 2.4 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,给 定 平 面 x: 3z 一 ?十 2z 一 1 一 
0, 直 线 /的 标准 方程 


和 点 Mo0(0,0,—2). 写 出 过 Mo, 平 行 于 xX, 并 且 和 l 相交 的 直线 li 
63 


的 方程 . 

解 ” 此 题 不 规定 要 求 的 方程 是 什么 形式 ,下 面 我 们 求 4 的 一 
个 一 般 方程 . 为 此 只 须 求 出 过 4 的 两 张 平面 的 方程 ,把 它们 联 立 
即 可 . 

设 zt 是 过 Mo, 平 行 于 的 平面 ,xs 是 过 Mo。 和 直线 1 的 平 
面 , 则 它们 都 过 2 

因为 x 平行 于 x, 所 以 可 设 其 方程 为 3z 一 > 十 2z 十 d 一 0, 再 用 
Mo 的 坐标 代入 , 求 出 d= 二 4. 得 到 zi 的 一 般 方程 

3z 一 y 十 2z 十 4 一 0. 

xz 经 过 点 Mo 和 M1(1,3,0) ,平行 于 癌 量 wu(4, 一 2,1), 也 就 是 
由 点 M。 和 向 量 MoMi(1,3,2) 和 w 决定 的 平面 ,代入 (2. 3), 求 出 
zz 的 一 般 方程 x 十 y 一 2z 一 4 二 0. 于 是 

ap 
3T 一 y 十 2z 十 4 二 0 
就 是 的 一 般 方 程 . 
应 用 上 常常 要 把 直线 的 一 般 方 程 转化 为 点 向 式 方 程 ,这 就 要 
求 找到 直线 上 的 一 点 和 平行 于 直线 的 一 个 向 量 . 设 
人 十 Biy 十 Ciz 十 Di = 二 0， 
4sz 十 Bzy 十 Czz 十 也 一 0 
是 7 的 一 个 一 般 方程 , 则 根据 定理 2. 1, 向 量 u(x,y,z) 平 行 于 /的 
充分 必要 条 件 是 
Ee 十 Biy 十 Ciz = 二 0， 
AsX 十 Byy 十 C2z = 0. 
由 例 1. 16 知道 ， 
BI C| IC A| |A, 8B, 


Ws C,l” |Ic, A,|” |4, | 

是 上 述 齐 次 方程 组 的 一 个 非 零 解 ,以 它 为 坐标 的 向 量 平行 于 /. 
例 2.5 直线 的 一 个 一 般 方程 为 
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人 三 
4z 一 27y 十 2z 一 1 一 0， 
求 它 的 参数 方程 . 
解 ” 先 用 上 述 方法 求 平行 于 直线 的 向 量 .行列 式 
1 一 2 一 2 2 2 1 
2 2 4 一 =- 
癌 量 (一 2, 一 12, 一 8) 平 行 于 直线 ,从 而 向 量 wu(1,6,4) 也 平行 于 直 
线 . 我 们 用 后 者 . 
再 求 直 线 上 的 一 个 点 ,这 只 需求 方程 组 
ee 
4 一 2y 十 2z 一 1 一 0 
的 一 个 解 . 此 方程 组 有 三 个 未 知 数 ,两 个 方程 ,可 先 设 定 一 个 未 知 
数 的 值 , 再 求 出 另外 两 个 未 知 数 的 值 . 例如 设 z=0, 解 出 y=0， 
z 二 0.5, 得 到 直线 上 的 一 点 Mo(0,0,0.5). 于 是 可 写 出 直线 的 参数 


方程 ， 
X= 4, 
| 
zx 一 0.5 十 44. 


3.2 直线 与 平面 的 位 置 关系 , 共 轴 平面 系 


直线 与 平面 的 位 置 关 系 共 有 相交 (有 一 个 交点 )、 直 线 在 平面 
上 ,以 及 没有 交点 三 种 情形 ,后 两 种 统称 为 平行 . 

如 果 知 道 直 线 的 点 向 式 方程 和 平面 的 一 般 方 程 ,很 容易 给 出 
上 述 三 种 情形 的 判别 . 

设 平面 x 的 方程 为 Az 十 By 十 Cz 十 D=0. 直线 1 过 点 Mo(zo， 
yosz0) ,平行 于 非 零 向 量 w(X,Y,2Z). 则 /平行 于 x, 即 w 平行 于 x; 
/在 zx 上 , 即 z 平行 于 r, 且 AM 在 xz 上 .用 坐标 写 出 (用 定理 2. 1) : 

1// r= AX+BY+CZ= 0; 


= 2 | = 
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AX 十 BY 十 CZ 一 0， 
Azo 十 Byo 十 Czo 十 DD=0. 
下 面 设 直线 7 的 一 般 方程 为 
4iz 十 By 十 Ciz 十 = 0， 
后 十 By 十 Czz 十 也 一 0， 
和 平面 x 的 一 般 方程 为 
Az 十 By 十 Cz 十 D=0. 
记 Nl 是 以 Air 十 Biy 十 Ciz 十 D1 二 0 为 方程 的 平面 ， NA2 是 以 42z 十 
Bzy+C2zt D;=0 为 方程 的 平面 , 则 / 与 x 的 位 置 关 系 转化 为 这 
三 张 平面 zy,xs 和 的 位 置 关 系 .利用 命题 2.2, 得 到 下 列 命 题 : 
命题 2.4 (1) /和 7 相交 的 充分 必要 条 件 为 ; 
A! Bi. Ci 
A, B, CC, 
A B C 
(2) 直线 与 平面 元 交点 的 充分 必要 条 件 为 : 线性 方程 组 
| 十 Biy 十 Cz 十 D) = 0， 


er 一 | 


天 0. 


AsI 十 Byy 十 C2z 十 D;, = 二 0， 
ArT 十 By 十 Cz 十 D=0 
无 解 . 
(3) 直线 在 平面 上 的 充分 必要 条 件 为 : 线性 方程 组 
Aiz 二 Biy 十 Cz 十 D, = 0， 
| 十 By 十 Cz 十 D; = 二 0， 
Azr 十 By 十 Cz 十 D=0 
有 无 穷 多 解 . 
下 面 对 7 在 x 上 时 的 情形 给 出 另 一 种 分 析 . 
由 于 ma ,zx? 不 平行 (相交 于 直线 站 ,从 而 41,B1,Ci 和 A,,B;， 
Ci 不 成 比例 .于 是 对 于 任意 两 个 不 全 为 零 的 实数 和 和 jy， 
441: 十 Ap4:， ABi+pB2, AMC1 十 ACs 
不 全 为 零 ,从 而 方程 
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4(4iz 二 Biy 十 Ciz 二 Di) + pC(Azz + Bzy + C2z + D;,) = 0 
是 一 次 方程 , 它 的 图 像 是 一 张 平面 . 又 因为 直线 !/ 上 的 每 一 点 的 坐 
标 (z,y,z) 都 满足 

Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 DD 二 0 和 ”Asz 十 Boy 十 Czz 十 Ds 二 0， 
从 而 满足 
A(AIz 十 Bly 十 Cz 十 D1) 十 CAsz 十 Bzy 十 Czz 十 D;) = 二 0， 
即 在 这 张 平面 上 ,于 是 直线 / 在 这 张 平面 上 . 
命题 2.5 直线 / 
Aizt 二 Biy 十 Ciz 十 D), = 二 0， 
4z 十 By 十 Cz 十 D 一 0 
在 平面 zx 上 的 充分 必要 条 件 为 : 存在 不 全 为 0 的 实数 4,y, 使 得 
4(4iz 十 By 十 Ciz 十 站 ) 十 pz 十 By 十 Cz 十 D) 一 0 
是 x 的 一 般 方程 . 
证 明 充分 性 上 面 已 经 证 明 , 下 面 证 明 必 要 性 . 
假设 经 过 直线 1. 取 在 xx 上 ,但 不 在 ! 上 的 一 点 Mo (zo，, yo， 
zo). 设 
po = Aizxo + Biyo 十 Cizo + Di, 
N= 二 Asxo 十 Boyo 十 Cozo 十 D;,， 
则 ,yw 不 全 为 零 ( 否 则 Mo 在 1 上 ). 于 是 平面 
A(Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 DI) 十 jo(Asz 十 Boy 十 Cz 十 D,)= 二 0 
既 过 直线 1, 又 过 点 Mo, 因 此 就 是 zx 和 
我 们 把 经 过 同一 直线 1 的 所 有 平面 构成 的 集合 称 为 以 7 为 轴 
的 共 轴 平面 系 . 上 面 的 讨论 说 明 ,如果 ! 有 一 般 方程 
4iz 十 By 十 Ciz 十 D 一 0， 
4Zz 十 By 十 Cr 十 D 一 0， 
则 以 /为 轴 的 共 轴 平面 系 中 平面 的 方程 的 一 般 形式 为 . 

A(Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 D1) 十 jChsz 十 Boy 十 Csz 十 D,)==0 

(其 中 4 和 不 全 为 0) ;如 果 要 写 出 平面 系 中 某 张 平面 的 方程 ,只 
67 


需 根据 该 平面 的 具体 条 件 决定 出 /和 A 即 可 (只 需 决 定 出 和 
的 比值 ). 
例 2.6 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 , 直线 ! 是 平面 
fi: 4 一 ?十 3z 一 5 一 0 和 mm:Z 工 一 y 一 z 十 2 一 0 
的 交 线 . 求 下 列 平面 的 方程 : 
(1) 过 !/ 和 点 M(1,1,1); 
(2) 过 ,并 且 平 行 于 < 轴 . 
解 ” 以 1 为 轴 的 共 轴 平 面 系 中 平面 的 方程 有 一 般 形式 为 : 
A(4T 一 y 十 3z 一 5) 十 jC(z 一 y 一 2 十 2) = 0. (2.5) 
(1) 用 z=1,y 王 1,z 王 1 代入 方程 (2. 5) ,得 到 
A 十 k= 二 0. 
取 4= 一 y==1, 得 到 所 求 平面 的 方程 
3z 十 4z 一 7 一 0. 
(2) 把 (2. 5) 化 为 
《44 十 ApD)Z 一 (十 py 十 (34 一 Ap)z 一 54 十 2 一 0， 
因为 所 求 平面 平行 于 zx 轴 ，, 即 方程 中 zx 的 系数 为 零 , 于 是 34 一 Ap 一 
0, 即 4=1,y==3, 得 到 所 求 平面 的 方程 
7Zz 一 47 十 1 一 (0. 
例 2.7 已 知 ! 在 zx 上 ,其 中 ! 有 一 般 方程 
3T 2Y 和 二 二 三 10， 
立 一 2z 一 0， 
r 的 方程 为 4z 十 ay 十 2z 十 0 一 0, 求 ap. 
解 方法 1. 用 平面 系 的 方法 , 设 
4z 十 ay 十 2z 十 0 一 4(3z 十 27 一 xz 十 1) 十 HAz 一 2z)， 
则 
34 十 六 三 4， 
24 一 4， 
一 人 一 2 一 2， 
人 一 0， 
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解 得 一 2,/p 一 一 2, 从 而 < 一 4,0 一 2. 

方法 2. 由 于 /在 x 上 ,用 命题 2.5, 有 
3 2" = ] 
二 
4 a 2 
解 得 a 一 4. 再 在 1 上 取 一 点 Mo: 令 z 一 z 一 0, 则 yy 一 一 序 ， 


Mo| 0, 一 去 ,0j 在 = 上 ,于 是 


一 0， 


4 x [= 二 +6=0， 
得 到 5=2. 


3.3 直线 与 直线 的 位 置 关 系 


直线 与 直线 的 位 置 关系 有 蜡 面相 交 、 重 合 、 平 行 而 不 重合 四 
种 . 相交 、 重 合 、 平 行 统称 为 共 面 ;重合 .平行 统 称 平 行 . 

由 于 直线 有 两 种 类 型 的 方程 ,用 方程 来 判别 两 条 直线 关系 的 
问题 就 变 得 复杂 了 . 最 容易 的 是 两 条 直线 都 用 点 向 式 方程 给 出 的 
情形 . 设 直 线 过 点 M1, 平行 于 向 量 wi, 直 线 ls 过 点 Ma:, 平 行 于 
向 量 wz. 则 容易 看 出 

lL/ ls Su/ ds 
Lil 共 面 <> MiMi ,usu,) 一 0， 
/1,/: 重合 < 一 7 ,Uz 共 线 . 
请 读者 自己 证 明 这 些 结论 ,并 用 坐标 写 出 右边 的 条 件 . 

如 果 两 条 直线 不 都 是 用 点 向 式 方程 给 .出 的 ,可 先 求 出 点 疝 式 
方程 再 用 上 述 判别 方法 . 但 也 可 以 利用 几何 直观 ,直接 进行 判别 . 
这 里 我 们 只 通过 例子 说 明 一 些 想 法 ,把 一 般 性 的 结论 放 在 习题 中 ， 
请 读者 自己 证 明 . 

例 2.8 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,已 知 直线 li 有 一 般 方程 
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六 一 十 zz 十 7 一 0， 
2z 十 y 一 6 一 0， 
lz 经 过 点 M2( 一 1,1,2) ,平行 于 向 量 ws(1,2, 一 3). 试 判别 它们 的 
位 置 关 系 . 
解 设 ma,rz 分 别 是 以 z 一 > 十 z 十 7 王 0,2z 十 y 一 6 一 0 为 方程 
的 平面 . 
(1) 直线 /2 平行 于 li 的 充分 必要 条 件 是 ， uz 和 ri ,rs 都 平行 . 
于 是 可 用 定理 2.1 来 判别 . 
因为 1X1 十 (一 1) Xx2 十 1X (一 3)= 一 4, 所 以 l; 和 zi 不平 
行 ,从 而 i; 和 不 平行 . 
(2) 设 关 是 经 过 4 和 点 Mi 的 平面 . 则 
li 和 ls 共 面 > 82 平行 于 Xn. 
用 平面 系 的 方法 求 x 的 方程 . 由 于 经过, 它 有 形 如 
AZX 一 y 十 xz 十 7) 十 kl(2z 十 y 一 6)==0 
的 方程 ,用 M; 的 坐标 代入 
A 1 1 2 T7241 6)=0 
解 得 \ 一 /. 取 一 /一 1, 得 到 的 方程 
3Z 十 z 十 1 = 二 0. 
容易 用 定理 2. 1 判别 ws 平行 于 x, 从 而 li 和 Ls 共 面 . 
作为 上 节 和 本 节 内 容 的 一 个 应 用 ,下 面 讨论 一 个 比较 复杂 的 
例子 . 
例 2.9 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,直线 li 有 一 般 方程 
XxX—y 十 z 一 1 = 0， 
yy 十 zz 一 0， 
直线 ls 过 点 M(0,0, 一 1) ,平行 于 向 量 w(2,1, 一 2). 平 面 x 的 方程 
为 : 
ZX 十 y 十 z= 二 0， 
求 由 全 体 与 ,ls 都 相交 ,并 且 平 行 于 7 的 直线 所 构成 的 曲面 S 的 
方程 . 
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解 ”我 们 用 两 种 方法 来 求解 
方法 1( 参 数 法 ). 构成 5S 的 每 一 条 直线 都 平行 于 平面 ,从 而 
在 一 张 平 行 于 x 的 平面 
Ti:I 十 y 十 z= 二 zt 
上 , 记 此 直线 为 .下面 先 来 求 出 它 的 一 般 方程 . 我 们 只 给 出 解 题 
思路 ,详细 过 程 请 读者 自己 完成 . 
求 出 zt 和 Ls 的 交点 Mi 的 坐标 (2z 十 2,t 十 1, 一 2t 一 3), 用 平面 
系 的 方法 求 出 M, 和 4 决定 的 平面 的 方程 : 
性 十 2)Z 一 (人 2 十 5)7 一 z 一 上 一 2 一 0. 
于 是 有 的 一 般 方 程 为 : 
Z 十 ?十 zz 一 如 
和 二 
消去 参数 i, 即 从 第 一 个 方程 得 到 :==z 十 y 十 z, 代 入 第 二 个 方程 ， 
得 到 S 的 方程 : 
太一 2 多 一 Zy 十 zz 一 2yz 十 Z 一 6y 一 2z 一 2 一 0. 
方法 2( 轨 迹 法 ). 分 析 S 上 点 的 几何 特性 ,并 把 它 转化 为 点 
的 坐标 所 要 满足 的 方程 , 即 可 得 到 S 的 一 般 方程 了 . 
不 难看 出 ,直线 11,l; 上 的 点 都 在 S 上 . 设 点 P(r,s,z) 不 在 4， 
1 上 , 则 它 和 ,ls 各 决定 一 张 平面 ,分 别 记 作 x1《P),xz《P). 它们 
的 交 线 记 作 !(P). 于 是 
PE SS < 一 1/CP) Ar 
用 平面 系 的 方法 求 出 mu(P) 的 方程 为 
(ss 十 人 D(zT 一 yy 十 2 一 1) 一 (rr 一 s 十 t 一 1)(y 十 z)= 二 0， 
即 
(十 1 并 十 (一 7 一 2 十 1)y 十 (一 > 十 2s* 十 1)z 一 一 上 一 0. 
xz ( 忆 ) 的 方程 为 
Z y zz 十 1 
2 证 .二 52 
7r ss ft 十 1 


一 0， 
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即 
(2s 十 上 十 1)z 一 2(0r 十 上 十 1)y 十 (一 十 2s)z: 一 十 2s 一 0. 
于 是 根据 命题 2. 5, PES 的 充分 必要 条 件 为 


5 十 上 = 
2s 十 上 十 1 一 2 十 t 十 1) 一 * 十 29 |=0, 
1 1 1 


即 
7 一 2 一 rs 十 rt 一 2t 十 rr 一 6 一 2: 一 2 二 0. 
这 是 不 在 如 ,jz 上 的 点 P(r,s,t) 属 于 5S 的 条 件 .不 难看 出 , 41,l; 上 
点 的 坐标 也 都 满足 这 个 方程 .于 是 它 就 是 $ 的 一 个 一 般 方程 . 按 
习惯 ,写成 
Z2 一 2Y% 一 zy 十 zz 一 2yz 十 之 一 6y 一 2z 一 2 王 (0. 


习 题 2.3 


1. 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 , 求 下 列 直 线 的 方程 ; 
(1) 经 过 点 M(2, 一 1,3) ,平行 于 向 量 w(1,0,3); 
(2) 经 过 点 M(2, 一 1,3) 和 N(2,1,2). 
过 ET 
cy | z 一 1 一 0， 
yy 十 2z 一 0; 
3 一 7 一 Zz 一 1 一 0， 
人 全 人 
3. 判别 下 列 各 组 直线 与 平面 的 位 置 关 系 , 如 果 相 交 则 求 出 交 


(1) 直线 Et 平面 zx 一 2y 十 3z 十 5 一 0; 


(2) 直线 后 一 2 一生， 平面 = 十 ?一 < 十 6 一 0i 


(3) 直线 入 和 , 平面 3z 十 2y 十 z 一 0; 
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Z 十 3y 一 2z 十 1 一 0， 
2z 十 4y 十 2z 一 2 一 0， 


5 2 一 7 一 0， 
(5) 直线 | 请 和 平面 4z 十 3y 一 z 一 1 一 0; 
Z 一 7 十 z 一 6 一 0， 


3z 一 3y 十 z 十 4 一 0， 
(6) 直线 人 
4. 写 出 下 列 平面 的 方程 : 


(1) 过 直线 所 -一 子 一 ,平行 于 向 量 wC2,1, 一 2) 


(2) 过 直线 二 一 工 和 原点 ; 


0， 
Z 十 2y 一 z 十 2 一 0， 
27z 十 3 十 z 一 1 一 0， 

和 点 (2,2, 一 1); 
Z 十 2y 一 z 十 2 一 0 


2z 十 3y 十 z 一 1 一 0， 

(5) 过 直线 全 
(0,yo;0) 和 (0,0,zo) ,满足 A mt 

(6) 平行 于 平面 x: 6z 一 2y 十 3z 十 15 王 0, 并 且 使 得 点 (0, 一 2， 


一 1) 到 所 作 平 面 和 的 距离 相等 . 
4 一 y 十 3z 一 1 一 0， 
5 设 直线 1， 全 
(1) 过 原点 ; 
(2) 平行 于 y 轴 . 
6. 判别 下 列 各 对 直线 的 位 置 互相 关系 ， 
(1) Ss 了 工 _ 2 一 和 2 一 ] 


(4) 直线 | 平面 x 十 2y 一 z 一 3 二 0; 


平面 3y 十 z 一 5 二 0. 


(3) 过 直线 | 平行 于 向 量 w(1,1, 一 1); 
(4) 过 直线 | 


并 过 J 轴 和 之 轴 的 交点 : 


求 过 /: 的 平面 x 的 方程 ,使 


9 “1’—1 2 3 
Ey 全 Z 一 1_ 2 一 2_z 一 3 
Z 十 ?十 2z 十 1 一 0， 1 -1 2 
人 Z 一 Z 十 1 一 0， 
人 yy 十 z 一 0， ZX 十 y 十 1 二 0. 
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7. 决定 a,6,s,t 的 值 ,使 得 直线 < 一 2 一 :和 直线 
3Z 一 y 十 2 一 2 二 0， 天 
E 重合 . 

8. 求 下 列 直线 的 方程 

(1) 过 点 (0,1, 一 1) ,与 平面 z 一 3y 十 zx 一 2 一 0 平行 ,并 且 和 直 


3z 一 2y 十 2z 十 3 一 0， 

有 nl 
(2) 平行 于 向 量 w(8,7,1) ,并 与 直线 -下 一 一 二 和 
一 2 一 全 都 相交 


一 

(3) es 
本 人 
3z 一 2z 十 7 天 0， \y 十 z 一 3 二 0 

都 共 面 . 

9. 在 空间 仿 射 坐标 系 中 ,直线 2,2 分 别 有 一 般 方程 如 下 : 
A 
TX— y+ 二 2z = 0,， y 十 2z 一 2 一 0. 

(1) 写 出 经 过 Li, 并 且 平 行 于 i; 的 平面 的 方程 ; 

(2) 求 与 41,ls 都 共 面 ,并 且 平 行 于 向 量 w(1,2,1) 的 直线 的 方 


10. 在 空间 仿 射 坐标 系 中 ,直线 li 和 i 分 别 有 一 般 方程 : 
TX 十 2y 一 2 十 1] =0， 7X—y 十 z 一 2=0， 
rz—4y—z—2=0, ”lz 一 2 十 1=0. 
(1) 设 直 线 ! 过 坐标 原点 ,并 且 与 hi 和 1; 都 共 面 , 求 1 的 方程 
(方程 形式 不 限 ); 
(2) 设 平面 x 过 /并 且 平 行 于 7, 求 r 的 方程 . 
11. 设 直线 2 和 i 都 给 出 了 一 般 方程 
Aiz 二 Biy 十 Ciz 十 Di = 0， 
pe 十 By 十 Czz 十 D, = 二 0， 


lh: 
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Asz 十 By3y 十 C3z 十 D3; = 0， 
pe 十 Biy 十 Ciz 十 D, = 二 0， 
(1) 证 明 : 
A! B11 CG 
4A, 已: C, 
4， B; CGC, 
(2) 证 明 : 如 果 站 和 /2 异 面 , 则 
A! B C: DD, 
4, B, C, D, 
A Bs Cs D, 
A, B, C, DD, 
(3) 证 明 : Li 和 /is 共 面 ,其 充分 必要 条 件 为 
Ai Bl CO) D 
A, 已 Cs D, 
A B; C, 7D， 
A, 已 人 C4 D, 
12. 求 所 有 与 直线 
ea 之 十 4 
3 2 2 2 一 2 
都 相交 ,并 且 平 行 于 平面 2z 十 3y 一 5 二 0 的 直线 所 构成 的 图 形 的 
方程 . 

13. 在 一 个 仿 射 坐 标 系 中 ,给 出 了 3 个 点 和 3 个 向 量 的 坐标 : 
Mi(1,0,0), M2;(— 1,0,0), M;(2, — 1, 一 2)， 
U0,1,1), zz(0,1， 一 1)， wus(— 3,4,5), 

记 li 是 过 Mi, 平 行 于 Ui 的 直线 ， 一 1,2,3. 

空间 一 个 点 M 称 为 具有 性 质 : 如 果 存 在 过 M 的 直线 7, 与 站， 
lz,l3 都 共 面 , 记 此 性 质 为 性 质 ( * ). 

(1) 证 明 上 2 (=1,2,3) 上 的 每 一 点 都 满足 性 质 ( x )， 

(2) 设 坐 标 为 (0,1,z) 的 点 满足 性 质 ( x ), 求 z; 


A! B!: OO 
4: BC， 
A, B, CG 


/ff 


一 0. 


天 0. 


4: = 
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(3) 记 S 是 满足 性 质 (* ) 的 点 的 轨迹 ( 即 所 有 与 lyzs 都 共 
面 的 直线 所 构成 的 图 形 ), 写 出 S 的 方程 . 


$ 4 涉及 平面 和 直线 的 度量 关系 


本 节 将 讨论 与 平面 和 直线 相关 的 距离 、 夹 角 等 度量 的 计算 . 向 
量 的 内 积 、 外 积 和 混合 积 是 主要 工具 . 第 一 章 已 经 说 明 , 这 些 乘 积 
的 计算 只 有 在 直角 坐标 系 中 才 是 简便 的 . 因此 本 节 所 用 坐标 系 都 
是 直角 坐标 系 . 


4.1 直角 坐标 系 中 平面 方程 系数 的 几何 意义 


设 平面 x 在 一 个 直角 坐标 系 中 有 一 般 方 程 
Az 十 By 十 Cz 十 D=0. 
记 n 为 以 (4,B,C) 为 坐标 的 向 量 .于 是 ,对 于 任何 向 量 r(%,m,n)， 
等 式 
Ak 十 Bm 十 Cn 二 0 
表示 向 量 r 垂直 于 n. 这 样 ,定理 2. 1 的 结论 可 改写 为 : 对 于 任何 
问 量 7， 
r /Xx <>r 垂直 于 nn. 
这 说 明 严 是 的 一 个 法 向 量 ( 即 垂直 于 平面 的 非 零 向 量 ). 
有 了 这 个 认识 ,以 前 的 有 些 结果 在 直角 坐标 系 中 就 有 很 强 的 
几何 意义 了 . 例如 , 设 直线 上 有 一 般 方程 
Aiz 二 Biy + Ciz+ DD),= 0,， 
AsT 十 Byy 十 Csz 十 DD, = 二 0， 
则 m1(41,B1,C1) Xnz(As,，Bi,Cs) 平 行 于 氏 这 就 为 上 节 例 2. 6 前 的 
结论 作 了 几何 解释 . 


4.2 ”距离 


涉及 到 平面 和 直线 的 距离 概念 有 下 面 几 种 : 点 到 平面 的 距 
76 


离 、 点 到 直线 的 距离 平行 平面 间 的 距离 、 直 线 到 与 它 平 行 的 平面 
的 距离 .平行 直线 间 的 距离 ,以 及 异 面 直线 间 的 距离 . 其 中 点 到 平 
面 和 点 到 直线 的 距离 是 最 基本 的 ,另外 几 种 距离 都 可 转化 为 点 到 
平面 的 距离 ,或 点 到 直线 的 距离 .下面 给 出 这 两 种 距离 的 计算 公 
式 . 
1. 点 到 平面 的 距离 
设 在 一 个 直角 坐标 系 中 ,点 PP 的 坐标 为 (r,s,t) ,平面 x 的 方 
程 为 
Az 十 By 十 Cz 十 D=0. 
取 r 上 一 点 Mo (zoyyoyzo). 则 P 到 zr 的 距离 &CP,r) 就 是 向 量 
HZ. 在 x 的 法 向 量 n(A,B,C) 上 的 内 射影 的 长 度 , 即 轩 “和 | 
用 坐标 来 计算 ， 
In| = VETTETFG, 
lm MBI= |AGr — zo) + BCs — yo) + CC — zo)| 
二 |Ar 十 Bs 十 Ct 二 DD|. 
(注意 到 Azo 十 Byo 十 Czo 十 D=0, 即 一 (hzo 十 Byo 十 Czo) = 二 DD. ) 由 
此 得 到 计算 距离 的 公式 
|Ar 十 Bs 二 Ct+D| 
d( 忆 ,rr) = VC (2. 6) 
用 点 到 平面 的 距离 就 可 计算 下 面 几 个 距离 : 
(1) 直线 到 与 它 平行 的 平面 的 距离 就 是 线 上 一 点 到 平面 的 距 
离 ; 
(2) 平行 平面 间 的 距离 就 是 一 张 平 面 上 的 一 点 到 另 一 张 平面 
的 距离 . 
设 平面 x ,x 的 方程 分 别 为 
x: Az 十 By 十 Cz 十 D=0， 
xr: 4z 十 By 十 Cz 十 D' =0， 
则 它们 的 距离 
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D= 


六 (2.7) 


d(x,n) 一 


(证 明 留 作 习 题 . ) 
(3) 异 面 直线 间 的 距离 也 可 转化 为 点 到 平面 的 距离 . 设 4,l， 
是 一 对 蜡 面 直线 ,它们 之 间 的 距离 4(1,li) 是 指 它们 的 公 垂 线 ( 即 
和 4,ls 都 是 既 垂 直 又 相交 的 直线 ) 与 它们 的 两 个 交点 间 的 距离 . 
如 果 过 2 作 平行 于 2 的 平面 x, 则 Z(z) 也 就 是 2 到 的 距离 . 
设 ll 过 点 Mi ,平行 于 回 量 U1; /2 过 点 Mi, 平 行 于 问 量 U2. DA 
为 过 4 并 且 平 行 于 2 的 平面 , 则 dQ,l2) 就 是 Mi 到 的 距 高 . x 
的 法 回 量 为 uiXu2. 于 是 有 公式 
| (Ca ,Us» MM) | 
Iu X wl 
例 2.10 在 直角 坐标 系 中 给 出 两 条 直线 的 一 般 方程 
2 一 y 十 2 十 2 二 0， Z 十 2y 一 1 一 0， 
z 十 2y 十 4z 一 4 一 0， 【ly 一 z 十 2 二 0， 
求 它们 的 距离 和 公 垂 线 的 方程 . 

， 解 距离 dQ1,7) 的 计算 ,可 以 先 求 出 直线 的 点 癌 式 方程 ,再 
用 上 面 的 公式 . 下面 用 一 种 更 简单 的 方法 . 先 用 平面 系 的 方法 求 过 
0, 平行 于 /2: 的 平面 的 方程 . 设 x 的 方程 为 ， 

AMCz 一 > 十 zx 十 2) 十 Arz 十 2y 十 4z 一 4) 一 0， 
记 4 的 一 般 方程 中 的 两 个 方程 所 表示 的 两 张 平面 为 zt ,zz, 则 到 ， 
xyzs 不 相交 于 一 点 ,用 命题 2. 2， 
24 十 A 一 4 十 2HU 4 二 44 
1 2 0 一 0. 
0 1 = 让 
由 此 等 式 求 出 4=jy, 得 到 x 的 方程 
3z 十 y 十 5z 一 2 一 0. 
取 /2 上 的 一 点 (1,0,2), 它 到 的 距离 等 于 dz2), 用 公式 (2.6) 
计算 出 
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d(li,l2) = 


1 


ll ~vV 35 
35. 


求 公 垂 线 方程 . 公 垂 线 垂直 于 平面 x; 因 此 平行 于 x 的 法 向 量 
n(3,1,5). 
设 公 垂 线 与 4 决定 的 平面 为 x, 就 是 过 2, 平行 于 nn 的 平 
面 , i 二 1,2. 用 平面 系 的 方法 求 它 们 的 方程 . 设 x 的 方程 为 
4(2z 一 y 十 zz 十 2) 十 Amz 十 2y 十 4z 一 4) 王 0， 


dl(li ,42) EE 


即 
(24 十 ZX 十 (一 4 十 212)y 十 (4 十 4410)z 十 24 一 44==0. 
根据 定理 2. 1， 
3(24 十 Ap) 十 (一 4 十 22) 十 5C4 十 44) 一 0， 
即 104 十 25p==0. 取 4=5,x== 一 2, 求 出 zx 的 方程 
gz — 9y— 3 二 18=0. 
类 似 地 可 求 得 x; 的 方程 
4z 十 l13y 一 5z 十 6 二 0. 
于 是 得 到 公 垂 线 的 一 般 方程 
8z 一 9y 一 3z 十 18 王 0， 
4z 十 13y 一 5z 十 6 一 0. 
2. 点 到 直线 的 距离 
设 直线 1 经 过 点 M6, 平行 于 非 零 向 量 w. 则 点 己 到 /的 距离 等 
于 向 量 M 户 在 w 上 的 外 射影 的 长 度 。 ， 
( 见 图 2. 2), 即 


dl(P,l) = 


I < Mo | (2.8) 


请 读者 在 直角 坐标 系 中 用 坐标 写 出 这 
个 公式 . 
如 果 直 线 的 方程 是 一 般 方程 ,一 般 
先 求 出 点 向 式 方程 ,再 用 上 述 公式 . 
平行 直线 间 的 距离 也 就 是 其 中 一 
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条 直线 上 的 任意 一 点 到 另 一 条 直线 的 距离 . 


4.3 夹 角 


有 关 平 面 和 直线 的 夹 角 有 下 列 三 种 : 

(1) 平面 与 平面 的 夹 角 . 设 平面 x ,x 相交 , 则 交 线 把 每 张 平 
面 都 分 割 成 两 张 半 平 面 ,从 而 形成 4 个 两 面 角 ,它们 的 角度 或 相 
等 ,或 互补 .把 其 中 较 小 的 那个 规定 为 这 两 张 平面 的 夹 角 的 角度 . 
如 果 zi ,zi 分 别 有 法 向 量 nj,n;, 则 它们 的 夹 角 为 

0 = arccos (|cos n,n,)|). 

即 当 (ni,R2) 是 锐角 时 ， 0 就 是 n,n2); 当 m,nz) 是 钝 角 时 ,9 就 
是 (ni1,nz) 的 补 角 . 

(2) 直线 与 直线 的 夹 角 . 设 直线 4 ,li 分 别 平行 于 非 零 癌 量 
ui,Uz，, 则 它们 的 夹 角 规定 为 

0 = arccos( |cos lu ,us) |). 

即 当 (wi ,wu2) 是 锐角 时 ,9 就 是 bu1,w2); 当 (ui ,ws) 是 印 角 时 ,6 就 是 
(U1 ;Uz) 的 补 角 . 

(3) 直线 与 平面 的 夹 角 , 指 从 平面 上 看 直线 的 仰角 , 即 直 线 与 
它 在 平面 上 的 正 射 影 的 夹 角 . 设 直线 /平行 于 非 零 向 量 w, 平 面 * 
有 法 向 量 n, 则 它们 的 夹 角 为 

0 = arccos( |sin(u,n) |). 

在 直角 坐标 系 中 ,以 上 各 角 容 易 通 过 坐标 进行 计算 . 

垂直 就 是 夹 角 为 90°, 在 直角 坐标 系 中 容易 用 坐标 来 判别 . 两 
条 直线 既 相 交 , 又 垂直 ,就 称 为 正 交 . 于 是 异 面 直线 的 公 垂 线 就 是 
和 它们 都 正 交 的 直线 . 

例 2.11 在 直角 坐标 系 中 ,给 出 一 点 Mo(1,2,0) 和 一 条 直线 
的 一 般 方程 

L209 
2z 一 3y 十 3=0. 
求 Mo 到; 的 距离 ,并 写 出 过 Mo 且 与 2 正 交 的 直线 /的 方程 . 
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解 先 取 !/ 上 的 一 点 M1(C0,1,1), 并 求 出 平行 于 /的 一 个 向 量 
u(3,2,1). 
(1) 点 Mo 到 /的 距离 为 


aM D) = el < Me 
一 忌 26 _ V91 
Vi4 7 


(2) 设 Nl 是 过 Mo 和/ 的 平面 ,x 是 过 Mo 垂直 于 l 的 平面 . 
则 就 是 它们 的 交 线 . 
设 zc 的 方程 
A(T 一 y 一 ZZ 十 2) 十 ju(2T 一 3y 十 3) = 0， 
用 Mo 的 坐标 代入 , 求 出 4 二 ,得 到 71 的 方程 
3z 一 47 一 xz 十 5 一 0. 
&(3,2,1) 是 m 的 一 个 法 向 量 , 因 此 可 设 m 的 方程 是 
3z 十 2y 十 zz 十 了 =(0. 
用 Mo 的 坐标 代入 , 求 出 D= 一 7. zi 的 方程 为 
3z 十 2y 十 zx 一 7 一 0. 
于 是 “有 一 般 方 程 
3z 一 4y 一 zz 十 5 一 0， 
3z 十 2y 十 zx 一 7 一 0. 


习 题 2.4 


1. 在 直角 坐标 系 中 , 写 出 下 列 平面 的 方程 : 
(1) 经 过 点 (一 1,2,0) ,垂直 于 向 量 w(3,3,1); 
(2) 经 过 点 (一 1,1, 一 10) 和 (5, 一 2,11), 垂 直 于 平面 2z 十 5y 
十 z 十 1 一 0; 

(3) 垂直 于 平面 x 十 y 十 z 十 4 二 0, 经 过 直线 

3z 一 4y 一 5z 十 1 一 0， 

一 2z 十 3y 十 2z 一 2 一 0; 
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(4) 经 过 点 (2,0, 一 3), 垂 直 于 两 张 平面 x 一 2y 十 4z 一 7 二 0 和 
3z 十 5y 一 2z 十 1 一 0. 

2. 证 明 : 在 直角 坐标 系 中 ,方程 
TXo yy 一 yo 之 一 2Z0 
Al Bl Ci 
4， B, C, 
的 图 像 是 经 过 点 (xo,yo,zo) ,垂直 于 平面 A1z 十 Biy 十 Ciz 十 Di 二 0 

和 Asz 十 Bsay 十 C2z 十 Ds 二 0 的 平面 . 
3. 在 直角 坐标 系 中 , 写 出 下 列 直线 的 方程 : 
(1) 经 过 点 (3, 一 2,1), 垂 直 于 平面 3+ 十 2y 一 3z 十 5 二 0; 
(2) 经 过 点 (1,1, 一 3), 并 且 与 直线 1 正 交 ,其 中 2/ 过 点 
(2, 一 1,2) ,平行 于 癌 量 w( 一 1,2,4); 
(3) 经 过 点 (0,1, 一 1) ,并 且 与 直线 
3 十 2y 一 5 = 二 0， 
2z 一 zz 十 3 一 0 


一 0 


正 交 . 

4. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 下 列 点 到 平面 的 距离 : 

(1) 点 (2,1,0) ,平面 3z 一 4y 一 5z 十 1 一 0; 

(2) 点 (2,4, 一 1) ,平面 x 一 z 一 1 一 0. 

5. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,两 张 平行 平面 的 方程 分 别 是 2z 一 
2y 十 z 十 5 二 0 和 2z 一 2y 十 z 一 1 二 0, 求 它们 之 间 的 距离 . 

6. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,点 DD 的 坐标 为 (2,3,1), 4,B,C 是 
平面 3z 一 2y 一 6z 一 4 一 0 上 的 3 个 点 ,使 得 人 A4BC 的 面积 为 4, 求 
四 面体 4BCD 的 体积 . 

7. 在 空间 直角 坐标 系 中 求 下 列 夹 角 ( 用 反 三 角 函 数 表示 ): 

(1) 两 张 平面 的 夹 角 , 它 们 的 一 般 方程 分 别 为 3z 一 4y 一 5z 一 
4 二 0 和 4z 十 y 一 z 十 5 一 0; 

(2) 直线 三 一 一刀 和 三 一 之 一 和 的 夹 角 |; 
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XZ 十 y 十 z 一 1 二 0, |3z 十 y 十 1 一 0， 
pa 
(3) 直线 ZX 十 y 十 2z 十 1 二 0”\y 十 3z 十 2 二 0 


(4) 直线 et 和 平面 x 一 2y 十 4z 一 1 二 0 的 夹 


1 
角 ; 
TX—y—z—1=0,， a 
(5) 直线 | 和 平面 2z 一 z 一 4 一 0 的 夹 角 ; 
(6) 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 ,3 张 平面 的 一 般 方 程 为 
NA: 3z 一 4y 一 0， Te: y 十 z 十 1 一 0， 7s: Z 十 2z 十 3 三 0. 

@ 求 NA1 ,A2 的 交 线 和 Ts 的 夹 角 ， 

© 求 NX1 ,A2 的 交 线 和 N19 A3 的 交 线 的 夹 角 . 

8， 在 空间 直角 坐标 系 中 , 直线 于 一 一 ?和 平面 
2z 十 4y 一 5z 十 1 二 0 平行 , 求 1 的 值 ,并 求 它们 的 距离 . 

9. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 到 平面 4 一 4y 一 2z 一 3 二 0 的 距 
离 等 于 3 的 点 的 轨迹 . 

10. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 经 过 z 轴 , 并 且 和 平面 2z 十 y 一 
M5z 一 1 二 0 的 夹 角 为 60* 的 平面 的 方程 . 

11. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 到 平面 3z 一 2y 一 6z 一 4==0 和 
2x 十 2y 一 z 十 5==0 距离 相等 的 点 的 轨迹 . . 

12. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 下 列 点 到 直线 的 距离 : 


的 夹 角 ; 


3z 一 2y 一 1 一 0， 
(1) 点 (1,0,2)， 直线 (， ee 
一 Z 一 2 一 0; 
(2) 点 (3,10; 一 1)， 直线 == ! = ee 


13， 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 下 列 两 条 直线 的 距离 
0. 


1 一 3 一 2 一 1 3 2 
Z 十 2 _ 了 _2z 一 2 mL- _ 2 一 5 二 

(2) 一 2 一 2 1 和 一 4 2 一 1; 
Z 十 y 一 0 1\z 十 zx 一 1 一 0. 


14. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 下 列 各 对 蜡 面 直线 的 距离 和 公 
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垂 线 的 方程 ， 
3z 十 y 一 3 一 0，_ [Xz 十 z= 二 0， 
Wa y 十 Zz 二 0 和 5 a 
A Za 
和 2 “1 2 


8$5 旋转 面 、. 柱 面 和 锥 面 


本 节 我 们 将 对 几 种 特殊 的 曲面 建立 方程 .这些 曲面 的 参数 方 
程 比较 容易 建立 . 但 是 曲面 的 参数 方程 不 常用 ,因此 我 们 的 目标 是 
建立 这 些 曲面 的 一 般 方程 . 一 般 地 说 ,建立 一 个 几何 图 形 的 一 般 方 
程 , 先 要 找 出 图 形 上 点 的 几何 特征 ,然后 把 它 转化 为 坐标 所 要 满足 
的 条 件 , 就 得 到 一 般 方程 . 

讨论 中 所 采用 的 坐标 系 随 是 否 涉及 度量 而 定 . 如 果 与 度量 有 
关 , 则 用 直角 坐标 系 ,否则 可 用 仿 射 坐标 系 . 具体 地 讲 ,旋转 面 必须 
在 直角 坐标 系 中 讨论 ,而 柱 面 和 锥 面 可 在 仿 射 坐标 系 中 讨论 ， 


5.1 旋转 面 

1. 定义 与 几何 特征 

定义 2.1 由 空间 的 一 条 曲线 本 绕 某 一 直线 1 旋转 而 得 到 的 
曲面 称 为 旋转 面 . 称 为 它 的 轴线 , 称 卫 为 它 的 母线 . 

由 母线 上 的 每 一 点 旋转 而 得 的 圆 称 为 纬 圆 , 它 是 以 为 轴 的 
圆 ,但 如 果 此 点 是 母线 与 轴线 的 交点 时 ,就 退化 为 一 点 . 

例如 ,地 球 的 表面 是 一 个 旋转 面 ,连结 南北 极 的 直线 是 轴线 ， 
任何 一 条 经 线 都 可 作为 母线 , 纬 圆 就 是 地 理学 中 的 纬 线 或 退化 为 
北极 和 南极 . 又 如 以 一 个 圆 为 母线 ,一 条 与 它 共 面 且 相 离 的 直线 为 
轴线 的 旋转 面 是 环 面 (图 2. 3). 球面 是 旋转 面 ,每 条 直径 所 在 的 直 
线 都 可 作为 轴线 . 平面 也 可 看 作 旋 转 面 , 它 是 一 条 直线 绕 与 它 垂 直 
的 轴线 旋转 的 结果 ;并 且 任 何 一 条 法 线 都 可 作为 轴线 (请 读者 找 一 
条 母线 ). 
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图 2.3 


除了 球面 和 平面 等 特殊 情形 ,一 般 的 旋转 面 的 轴线 是 惟一 的 ， 
但 是 母线 则 很 多 ,旋转 面 上 每 一 条 和 每 个 纬 圆 都 相交 的 曲线 都 可 
作为 母线 . 特别 地 ,以 轴线 为 界 的 半 平 面 与 旋转 面 的 交 线 是 母线 ， 
把 它们 称 为 旋转 面 的 经 线 或 子午 线 . 

把 以 7 为 轴 , 卫 为 母线 的 旋转 面 记 作 S. 为 了 建立 S 的 方程 ， 
首先 来 分 析 S 上 点 的 几何 特征 . 设 /1 过 点 Mo, 平 行 于 非 零 向 量 wo. 

显然 ,空间 一 点 M 在 S 上 的 充分 必要 条 件 是 M 绕 轴 线 旋转 
而 得 的 圆 和 及 有 交点 ;或 者 卫 上 存在 一 点 M' ,使 得 它 的 纬 圆 经 过 
M, 也 就 是 MM 用 与 1 垂直 ,并 且 M 和 M' 到 1 的 距离 相等 . 因为 
MM 与 1 垂直 ,所 以 M 和 M' 到 1 的 距离 相等 等 价 于 M 和 MM' 到 
Mo 的 距离 相等 .于 是 我 们 得 到 ，; 

MES < 一 Q@ 存在 M' ET ,使 得 MMMM， uo 二 0, 并 且 


[MM |= |MM|. 
< 一 @ M 绕 轴线 旋转 而 得 的 圆 和 有 交点 . 


2. 方程 的 建立 
当 工 的 方程 给 出 后 ,利用 上 面 充 分 必要 条 件 名 求 $ 的 方程 的 
步骤 为 : 先 用 MM 必 ， w==0 求 出 M' 的 坐标 (作为 M 的 坐标 的 函 
数 ) ,再 用 |76 有 只 |= |Mo 用 | 写 出 S 的 方程 . 充分 必要 条 件 中 出 现 
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长 度 和 垂直 等 概念 ,因此 应 该 选用 直角 坐标 系 . 即使 这 样 , 对 于 一 
般 的 情形 ,方程 本 身 及 建立 方程 的 过 程 可 能 会 很 复杂 . 因此 下 面 只 
讨论 两 种 比较 简单 的 情形 . 

例 2.12 在 一 个 直角 坐标 系 中 , 设 旋转 面 的 轴线 ! 过 点 
Mo(1,3, 一 1) ,平行 于 向 量 wo(1,1,1), 母 线 丁 是 过 点 M1(0, 一 2， 
1) ,平行 于 向 量 u(1, 一 1,1) 的 直线 . 求 此 旋转 面 的 方程 

解 ” 写 出 本 的 参数 方程 


TT 二 1， 
Vy 
z= 二 1 十 i. 


对 于 点 M(z,y,z), 设 上 满足 MA 用 ,w==0 的 点 Mr 的 参数 为 
t, 则 
(B= 0 
由 此 解 出 二 z 十 y 十 z 十 1,M' 的 坐标 为 (z 十 y 十 z 十 1, 一 z 一 y 一 z 
一 3,z 十 y 十 z 十 2). 于 是 条 件 |Mo 中 | 二 1MoM|, 即 
(并 一]1)7 十 (yy 一 3)7 十 (z 十 1) 
一 (z 十 y 十 z)2 十 (rz 十 y 十 zx 十 6)3 
十 (zz 十 > 十 zx 十 3)2， 

化 简 得 到 旋转 面 的 方程 

Z2 十 多 十 zx 十 3zy 十 3zz 十 3yz 十 10z 十 12y 十 8z 十 17 一 0. 

为 了 使 得 计算 过 程 和 方程 简单 一 些 ,实际 上 常用 的 一 种 方法 
是 选择 直角 坐标 系 ,使 得 轴线 / 为 坐标 轴 . 譬如 ! 是 zx 轴 , 条 件 
M MM ww 一 0 即 M 和 M' 有 相等 的 z 坐标 .并 且 每 一 点 到 z 轴 的 距 
离 的 平方 就 是 它 的 z,y 坐标 的 平方 和 ,因此 方程 更 容易 建立 . 

例 2. 13 求 旋转 面 的 方程 ,其 轴线 是 z 轴 ,一 条 母线 为 直线 

TXT 十 2y 一 1 = 0， 
y 十 z 一 2 二 0. 

解 ” 对 于 点 MGCzyyy,z), 设 卫 上 满足 MM uo 二 0 的 点 M' 的 

坐标 为 (zx',y',z'), 则 zx 一 >, 并 且 
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Xz 十 2y 一 1 一 0， 
y+ 十 z 一 2=0， 
得 到 zx'==2z 一 3,y' = 二 2 一 z. 再 由 1M' ,MM 到 z 轴 的 距离 相等 得 到 
(2z 一 3)? 十 (2 一 2z)? 二 zx? 十 y?， 
整理 得 到 所 求 旋转 面 的 方程 
ry 0 10 13=0; 

如 果 不 仅 轴线 是 x 轴 , 并 且 械 是 yz 平面 (或 zz 平面 ) 上 的 一 
条 平面 曲线 f(y,z)==0. 则 旋转 面 的 方程 容易 用 充分 必要 条 件 @ 
( 见 第 85 页 ) 建 立 . 设 点 M(z,y,z) 绕 z 轴 旋 转 而 得 的 圆周 与 yz 
平面 的 交点 为 Mi 和 M:, 则 它们 的 坐标 分 别 为 

(0,MZX? 十 y,z) 和 (C0, 一 和 Mri 十,z). 
于 是 MES 的 充分 必要 条 件 是 点 Mi 和 M, 中 有 一 个 在 了 上, 即 
f(Vrt+y ,2)=0, fl(— VT +y ;2z)=0 
中 至 少 有 一 式 成 立 . 由 此 得 出 S 的 方程 
f(VT + yz)f(— VT y ,2) = 0. (2. 9) 

在 这 个 方程 中 , x 和 y 总 是 以 z? 十 y? 的 形式 一 起 出 现 . 反之 ,有 这 
样 特征 的 方程 , 即 形 如 F(x? 十 x,z)==0 的 方程 (在 柱 坐 标 系 中 形 
如 Cr,z) 一 0 的 方程 ) 的 图 像 一 定 是 以 z 轴 为 轴线 的 旋转 面 . 

请 读者 思考 : 以 z 轴 或 > 轴 为 轴线 的 曲面 的 方程 应 该 有 什么 
特征 ? 

例 2.14 求 以 yz 平面 上 的 椭圆 


2 
为 母线 ,z 轴 为 轴线 的 旋转 面 的 方程 . 
解 直接 用 公式 (2. 9 ,注意 本 题 中 f(y,z) 一 当 十 亏 一 1, 因 


此 公式 (2.9) 左 边 的 两 个 括号 中 的 式 子 是 一 样 的 .于 是 这 个 旋转 面 
的 方程 为 
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我 们 把 一 个 椭圆 绕 它 的 长 轴 或 短 轴 旋 转 得 到 的 旋转 面 称 为 旋 
转 椭 球面 . 它 的 几何 形象 是 一 个 压 扁 了 的 球面 (轴线 是 短 轴 时 , 见 
图 2.4(a)) 或 一 个 拉 长 了 的 球面 (轴线 是 长 轴 时 , 见 图 2.4(Cb)). 这 
个 例子 给 出 的 是 以 z 轴 为 轴线 的 一 个 旋转 椭 球 面 . 请 读者 写 出 以 
z 轴 或 y 轴 为 轴线 的 旋转 椭 球 面 的 方程 . 
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图 2.4 


双 曲 线 绕 它 的 实 轴 旋转 得 到 的 旋转 面 和 绕 虚 轴 旋转 得 到 的 旋 
转 面 在 几何 形象 上 有 明显 的 不 同 . 前 者 是 分 离 的 两 片 , 称 为 旋转 双 
叶 双 曲面 (图 2. 5) ;后 者 连 成 一 片 , 称 为 旋转 单 叶 双 曲 面 ( 图 2. 6). 
抛物 线 绕 它 的 轴 旋 转 得 到 的 旋转 面 称 为 旋转 抛物 面 (图 
2.7), 它 有 很 好 的 光学 性 质 : 在 它 焦 点 处 射出 的 光线 被 它 反射 为 
平行 光束 . 这 个 性 质 被 应 用 到 照明 灯具 (如 探照灯 ) 的 制造 上 . 
下 面 我 们 写 出 这 些 旋转 面 的 方程 
yz 平面 上 的 双 曲 线 
We 
“i pb: 
绕 它 的 虚 轴 z 轴 旋 转 得 到 的 旋转 单 叶 双 曲面 的 方程 为 
a 
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2.5 


2.7 


2.6 


图 
yz 平面 上 的 双 曲 线 


绕 它 的 实 轴 xz 轴 旋 转 得 到 的 旋转 双 叶 双 曲 面 的 方程 为 
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JJZ 
Y=2pz (p> 0) 
绕 对 称 轴 z 轴 旋 转 得 到 的 旋转 抛物 面 的 方程 为 
TT! 十 y= 2pz. 

3. 圆柱 面 和 圆锥 面 

由 直线 绕 与 它 平行 的 轴线 旋转 所 得 的 旋转 面 称 为 圆柱 面 . 母 
线 与 轴线 的 距离 称 为 它 的 半径 : 圆柱 面 由 轴线 和 半径 这 两 个 因素 
决定 , 它 就 是 到 轴线 的 距离 等 于 半径 的 点 的 轨迹 . 

请 注意 ,这 里 定义 的 圆柱 面 是 向 两 侧 无 限 伸展 的 ,不 同 于 中 学 
课本 里 的 有 限 圆柱 体 的 侧面 . 

如 果 轴 线 经 过 点 Mo, 平 行 于 向 量 w, 半 径 等 于 7, 则 


点 M 在 圆柱 面 上 = xsl - 
即 
| MM Xul=rlul. (2. 10) 


这 就 是 圆柱 面 的 向 量 式 方程 . 
如 果 知 道 轴线 经 过 点 Mo。, 平 行 于 向 量 ,并且 知道 圆柱 面 上 


的 一 点 Mi, 则 x fA 10) ,得 到 方程 
| MM x ul| = | MM: x aul. (2. 11) 
例 2.15 已 知 圆柱 面 的 轴线 的 一 般 方程 
2z 一 > 十 1 一 0， 
2z 十 zx 十 3 一 0， 
点 Mi(1, 一 2,1) 在 圆柱 面 上 , 求 圆柱 面 的 方程 . 
解 ” 求 出 平行 于 轴线 的 一 个 向 量 w(1,2, 一 2). 再 求 出 轴线 上 
一 点 Mo(0,1, 一 3). 用 (2. 11) ,得 到 方程 
(2y 十 2z 十 4)? 十 (一 2x 一 z 一 3 十 (一 2Xx 十 y 一 1)*= 二 65， 
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展开 并 整理 ,得 到 | 
8zT 十 5y 十 5z* 一 4xy 十 4Xz 十 8yz 十 16z 十 14y 十 22z 一 39 二 0. 

由 直线 绕 与 它 相 交 而 不 垂直 的 轴线 旋转 所 得 的 旋转 面 称 为 圈 
锥 面 . 母线 与 轴线 的 交点 称 为 锥 顶 , 夹 角 称 为 它 的 半 顶 角 . 圆锥 面 
由 轴线 \ 锥 顶 和 半 顶 角 这 三 个 因素 决定 . 

这 里 定义 的 圆锥 面 也 和 中 学 课本 里 的 有 限 圆锥 体 的 侧面 不 
同 ,是 无 限 伸 展 的 ,并 且 分 成 连接 在 锥 项 处 的 两 文 . 

假设 锥 顶 为 Mo, 半 顶 角 等 于 w, 则 圆锥 面 由 M。 和 所 有 使 得 
MoM 与 轴线 的 夹 角 等 于 a 的 点 M 构成 . 它 的 向 量 式 方程 为 


| MM | = | MoM | |ulcosa. (2. 12) 
如 果 知 道 圆锥 面 上 的 一 点 Mi, 则 
cosa 一 [用 MoM, Sa 
| MoMi | |a| | 
代入 (2. 12) ,得 到 方程 
| MAM ul| MoMi| = | MoMi “ull MAMI. (2.13) 


例 2.16 已 知 圆锥 面 轴线 在 I 和 证 卦 限 中 ,并 且 三 条 坐标 轴 
都 在 此 圆锥 面 上 , 求 圆 锥 面 的 方程 

解 显然 锥 顶 是 原点 . 设 向 量 “ 平行 于 轴线 ,并 且 坐标 都 是 正 
数 , 则 

U*el—=U* eC, = Uo* ;3, 
即 x 的 三 个 坐标 相等 ,不 妨 假设 w 的 坐标 为 (1,1,1). Mi(0,0,1) 
在 此 圆锥 面 上 ,用 (2. 13), 得 到 方程 
(到 十 六 二 2 《2 十 关于 2 

即 TXy 十 XZ 十 yz = 二 0. 

4. 以 直线 为 母线 的 旋转 面 

在 以 直线 为 母线 的 旋转 面 中 ,母线 和 轴线 共 面 时 的 情形 我 们 
已 经 清楚 : 当 母 线 和 轴线 平行 时 为 圆柱 面 ;相交 而 不 垂直 时 为 图 
锥 面 ; 正 交 时 为 平面 . 现在 讨论 母线 是 和 轴线 异 面 的 直线 时 的 旋转 
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面 ,并 且 假 定 直 母 线 和 轴线 不 垂直 (垂直 的 情况 请 读者 自己 思考 ). 
例 2. 12 和 例 2. 13 就 是 这 种 旋转 面 ,但 是 从 所 得 的 方程 不 容 
易 看 出 它 的 几何 形象 . 下 面 我 们 在 一 个 特定 的 直角 坐标 系 中 求 这 
种 旋转 面 的 方程 . 
取 直 角 坐 标 系 ,使 得 z 轴 就 是 轴线 ,原点 在 母线 ! 与 轴线 的 公 
垂 线 上 ,z 轴 就 是 公 垂 线 , 并 且 使 得 7 在 其 正 向 . 此 时 ,，/ 在 平面 
z=4d 
上 (ad 是 1 与 z 轴 的 距离 ,是 一 个 正 数 ), 设 其 一 般 方程 为 
T=d, 
( = ky, 
其 中 & 尖 0( 否 则 /与 > 轴 垂 直 ). 用 例 2. 13 中 的 方法 容易 求 出 旋转 
面 的 方程 : 对 任意 一 点 M(x,y,z), 则 1 上 满足 M'M 垂直 于 = 轴 


的 点 M 的 坐标 为 | 4, 硅 ,zj . 于 是 旋转 面 的 方程 为 
2 
二 
即 殷 十 点 一 二 =1. 


这 是 一 个 以 z 轴 为 轴线 的 旋转 单 叶 双 曲面 . 
反 过 来 ,一 般 的 一 个 旋转 单 叶 双 曲面 


是 由 直线 
人 az = by 或 4 az =— by 
绕 z 轴 旋 转 得 到 的 旋转 面 (图 2. 8). 由 此 我 们 对 旋转 单 叶 双 曲面 
又 有 了 进一步 的 了 解 : 它 是 由 许多 直线 所 构成 的 ,这 种 直线 称 为 
它 的 直 母 线 ,每 一 条 直 母 线 都 是 由 2 或 1; 在 旋转 一 个 角度 后 所 得 
到 ,因此 有 两 族 直 母线 (分 别 由 六 或 2 旋转 出 ). 详细 讨论 看 8$》7. 
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5.2 柱 面 


定义 2.2 由 一 族 互相 平行 的 直线 构成 的 曲面 称 为 柱 面 . 称 
这 些 直线 为 它 的 直 母 线 . 柱 面 上 的 一 条 曲线 如 果 和 每 一 条 直 母 线 
都 相交 ,就 称 它 为 柱 面 的 一 条 准 线 . 
圆柱 面 是 柱 面 , 它 的 直 和 母线 平行 于 轴线 .平面 是 一 种 很 特殊 的 
柱 面 , 它 上 面 的 每 条 直线 都 是 直 母 线 . 除了 平面 等 特殊 情形 外 ,一 
般 柱 面 的 直 母 线 的 方向 是 确定 的 , 称 为 柱 面 的 方向 , 它 可 用 一 个 非 
零 问 量 x 规定 ,并 说 柱 面 平行 于 忆 
有 了 柱 面 的 方向 和 它 的 一 条 准 线 , 柱 面 就 确定 了 . 它 既 是 准 线 
沿 着 柱 面 的 方向 平行 移动 的 轨迹 ,也 是 直 母 线 沿 着 准 线 平行 移动 
的 轨迹 . 若 柱 面 $ 平行 于 向 量 w, 它 的 一 条 准 线 为 卫 , 则 点 M 在 5 
上 的 充分 必要 条 件 为 : 过 M 并 且 平 行 于 w 的 直线 与 全 相交 . 
设 在 一 个 仿 射 坐 标 系 中 ,向 量 w 的 坐标 为 (&,m,z), 有 方程 
F(zr,y,z) = 0， 
G(rz,y,z) = 0， 
则 点 M(Cz,y,z)ES 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 实数 1, 使 得 
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F(z 二 tk,y 二 im,z+ tn) = 0, 

G(r 十 玖 ,yy 十 tmyz 十 tn) = 0. 
如 果 从 其 中 一 式 解 出 直 作 为 (zx,y,z) 的 函数 ), 代 入 另 一 式 ,就 得 
到 5 的 一 般 方程 .、 

常用 的 情形 是 本 为 一 条 平面 曲线 (这 种 准 线 总 是 存在 的 ,每 
张 不 平行 于 柱 面 方向 的 平面 和 柱 面 的 交 线 就 是 这 样 的 准 线 ) ,并 设 
F(x,y,z)= 二 0 是 平面 的 一 般 方程 
Az 十 By 十 Cz 十 D=0， 
则 由 
A(l(z 十 坊 ) 十 BGOy 十 tm) 十 C(z 十 tn) 十 DD=0， 

解 出 


/一 4z 十 By 十 Cz 十 万 
Ak 二 Bm+-+Cn °” 


代入 G(z 十 雹 ,y 十 tm,z 十 tn)= 二 0, 得 到 S 的 一 般 方程 
cl -一 k(Azr By+ Cz D) mAr+ By+ Cz+ DD 


Ak+Bm+Cn > 4 十 Bo 十 Cn 
_ maC4z 十 By 十 Cz 十 D)1 
| (2. 14) 


例 2. 17 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ， 柱 面 平行 于 癌 量 (1,1,1) ,一 
条 准 线 的 方程 为 
全 十 yy 十 zx 一 1 一 0， 
十 多 一 6z， 
求 柱 面 的 方程 . 
解 从 
(CS (y 十 四 十 (z 十 四 一 1 二 0， 
(z+ 十 (yy 十 ?= 6(z 十 2) 
的 第 一 式 解 出 
六 二 


2 9 


3 
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代入 第 二 式 : 


了 2 二 
[z+1 TXT— yO—z + [y+! XZ—y—z 
3 3 
et se ne 
6| = 十 3 9 


展开 并 整理 得 到 柱 面 的 方程 
57’ 十 5y* 十 2z: 一 8zxy 一 2Xz 一 2yz 十 20zx 十 20y 一 40z 一 16= 二 0. 

下 面 给 出 两 种 特殊 (也 是 常用 的 ) 情 形 下 柱 面 的 方程 . 

(1) 准 线 在 某 个 坐标 平面 上 . 壁 如 柱 面 平 行 于 癌 量 w(k,m， 
n) ,有 一 准 线 在 zy 平面 上 ,方程 为 

| 一 0， 
f(x,y) = 0， 

则 t 一 一 三, 桂 面 的 方程 为 


(2) 如 果 柱 面 平行 于 某 个 坐标 轴 , 璧 如 z 轴 , 此 时 再 假设 柱 面 
和 zy 平面 的 交 线 为 


全 一 0， 
f(x,y) = 0, 
则 此 柱 面 的 方程 就 是 
f(r,y) = 0. 
反 过 来 ,缺少 一 个 变量 的 一 个 方程 式 在 空间 仿 射 坐标 系 中 的 图 像 
是 柱 面 , 它 平行 于 所 缺 的 那个 变量 所 对 应 的 坐标 轴 . 


5.3 锥 面 


定义 2.3 由 一 族 过 同一 点 Mo 的 直线 构成 的 曲面 称 为 锥 面 . 
称 这 些 直 线 为 它 的 直 母 线 . 称 Mo 为 锥 顶 , 锥 面 上 不 过 锥 项 的 一 条 
曲线 如 果 和 每 一 条 直 母 线 都 相交 ,就 称 为 它 的 一 条 准 线 . 
圆锥 面 是 锥 面 . 平面 也 是 一 种 很 特殊 的 锥 面 , 它 上 面 的 每 一 点 
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都 可 作为 锥 顶 . 共 轴 平面 系 中 的 两 个 或 多 个 平面 一 起 也 构成 锥 面 ， 
轴 上 的 每 一 点 都 可 看 作 锥 顶 .除了 这 种 特殊 情形 外 ,一 般 的 锥 面 的 
锥 顶 是 确定 的 . 
有 了 锥 顶 和 一 条 准 线 , 锥 面 就 确定 了 . 如 果 一 个 点 不 是 锥 顶 ， 
则 它 在 锥 面 上 的 充分 必要 条 件 是 它 与 锥 顶 的 连 线 和 准 线 相交 . 
设 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 , 锥 顶 Mo 的 坐标 为 (zu,yoyzo), 准 线 
及 有 方程 
(rzryyyz) 一 0， 
CCzyy,z) = 0. 
则 点 MGCz,y,z) 在 锥 面 上 的 充分 必要 条 件 为 : 存在 实数 t, 使 得 
有 (1 一 矶 To 十 4 (1 一 ty 十 1 (lm— tz tz) 一 0， 
CCC 一 切 Zo 十 tr (1 — ty ity, (lo— tzo tt itz) = 0. 
(2. 15) 
从 其 中 一 式 解 出 zt, 代入 另 一 式 , 就 得 到 锥 面 的 方程 . 
当 准 线 是 平面 曲线 时 ,计算 比较 简单 (但 是 和 柱 面 的 情形 不 
同 ,并 非 每 张 不 过 锥 顶 的 平面 和 锥 面 的 交 线 都 是 准 线 , 因 为 可 能 有 
的 直 母 线 和 此 平面 平行 ;也 不 是 每 个 锥 面 都 有 准 线 是 平面 曲线 ). 
例 2.18 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 , 锥 顶 为 (0,2,5), 准 线 械 的 方 


程 为 
: eh 
TT—y—1=0, 
求 锥 面 的 方程 . 


解 将 (2.15) 式 化 为 


(iz)2 ， (5 一 5 十 tz)2 
| 十 下 一 下 十 纪 ) 一 1， 


tr— (2— 2 1y) = 1=0; 
由 其 中 第 二 式 求 出 :一 
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3 _ 上 
zy 二 7, 代入 第 式 , 得 


9x’ (Sr—5y+3z—5)_] 
4(z—y 二 2)? 9(r— y+ 2) E 


这 个 方程 的 图 像 是 锥 面 去掉 锥 顶 . 如 果 去 分 母 ,得 到 
81z2 十 4(5z 一 5y 十 3z 一 5)2 一 36(z 一 yy 十 2)2， 
整理 后 得 到 方程 
145xz2 十 64y? 十 36z2 一 128zy 十 120zz 一 120yz 
一 344z 十 344y 一 120z 一 44 = 0， 
因 上 面 去 分 母 会 增加 方程 式 的 解 ,并 且 所 增加 的 解 也 就 是 方程 组 


T= 0,， 
[rs 
Z 一 十 2 一 0 
的 解 (0,2,5), 它 就 是 锥 顶 的 坐标 . 因此 最 后 所 得 的 方程 正好 是 锥 
面 的 方程 . 
实用 上 常 把 坐标 系 的 原点 取 在 锥 顶 ,此 时 ,如 果 准 线 在 平行 于 
坐标 平面 的 一 张 平面 上 , 璧 如 为 


1 一 0， 
2z 一 几 . 
则 用 上 述 方法 得 到 方程 
f ed 一 0， 
之 之 


它 是 去 掉 锥 顶 的 锥 面 的 方程 . 如 果 f(zx,y) 是 nn 次 多 项 式 , 则 此 方 
程 可 有 理化 为 一 个 次 齐 次 方程 ( 即 其 左边 多 项 式 的 每 一 项 都 是 
n 次 项 ): 
它 的 图 像 多 了 锥 顶 . 但 是 要 注意 ,也 可 能 增加 了 一 些 别 的 点 ( 见 下 
面 的 例子 ). 

一 般 地 ,每 个 n 次 齐 次 方程 的 图 像 一 定 是 锥 顶 为 原点 的 锥 面 
(请 读者 自己 证 明 ). 

例 2.19 设 锥 顶 为 原点 , 准 线 的 方程 为 
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元 二 2py， 
之 一 1， 
求 锥 面 的 方程 . 
解 ”去 掉 锥 顶 ( 原 点 ) 的 锥 面 的 方程 为 


Zz _ 2py 


这 个 方程 的 图 像 不 包含 原点 . 如 果 有 理化 得 到 
2 一 2pyz， 
图 像 不 仅 多 了 原点 ,还 多 了 个 整个 y 轴 . 这 是 一 个 后 面 要 讲 的 二 次 
锥 面 . 原 锥 面 则 是 它 去 掉 y 轴 ( 但 是 保留 原点 ) ,在 几何 直观 上 是 不 
完整 的 . 这 个 问题 以 后 我 们 还 会 讨论 . 
例 2.20 设 锥 顶 为 原点 , 准 线 的 方程 为 


求 锥 面 的 方程 . 
解 ”去 掉 锥 顶 (原点 ) 的 锥 面 的 方程 为 


i 
z2 25z? 


有 理化 得 
25z2 一 4y: 一 25z’ = 
图 像 多 了 两 条 直线 ; 
5T 十 2y = 二 0， 和 5 十 2y 一 0， 
之 一 0 一 0. 
习 题 2.5 
1. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 下 列 旋转 面 的 方程 ， 
(1) 直线 王 一 上 过 一 一 绕 z 轴 旋转 ， 
工 一 1 一 0， ZX 十 2 二 0， 
(2) 直线 | _。 “ 绕 直线 |。_ ee ,旋转 
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(Z 一 3)2 十 交 一 


(3) 曲线 筷 绕 二 轴 旋 转 ; 


(Z 一 十 y? 一 4， 


(4) 曲线 本 绕 y 轴 旋 转 ; 


a 
be 

(5) 曲线 [> tem, Mew 
I 
C= 


yy 一 


(6) 曲线 绕 z 轴 旋 转 ; 


(7) 曲线 | ?一 < ' 绕 ， 轴 旋 转 


2. 曲线 | ty “" 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 就 是 z? 十 y 一 
1 吗 ? 为 什么 ? 
3 曲线 (1 7， ““" 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 方程 
4. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 下 列 直 线 绕 轴 旋 转 所 得 旋转 曲 


(2) 直线 | 一 A ” (a 和 < 都 不 为 0). ， 


5. 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 求 下 列 轨迹 的 方程 

(1) 离 两 点 (一 3,0,0),(3,0,0) 的 距离 之 和 等 于 10 的 点 的 轨 
迹 ， 

(2) 离 两 点 (1,0,0),(4,0,0) 的 距离 之 比 等 于 1: 2 的 点 的 轨 
迹 . 

6. 已 知 点 M 到 平面 x 的 距离 为 4, 建立 适当 的 空间 直角 坐标 
系 , 写 出 下 列 轨迹 的 方程 ; 

(1) 到 M 和 平面 x 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 ; 

(2) 到 M 和 平面 的 距离 之 比 为 3: 1 的 点 的 轨迹 . 

7. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 下 列 圆柱 面 的 方程 
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(1) 直线 一人 一 守 和 绕 卫 一 访 一 本 旋转 所 得 ; 
(2) i 0,2) ,平行 于 问 量 w(1,2,3)， 人 


(3) 轴线 为 2 一 2 一 2 ,点 (1, 一 1,0) 在 圆柱 面 上 ; 


(4) 平行 于 向 量 w(1,1,1), 其 上 有 点 (0,0,0), (一 1,0,1)， 
(1,—1,0). 

8. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,球面 S 的 半径 为 2, 球 心 坐标 为 
i a di 


9. 经 过 曲线 | ee 全 的 圆柱 面 有 几 个 ? 写 出 它们 的 方 
程 

10. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 求 下 列 圆锥 面 的 方程 : 

Q) 直线 2 一 2 一 二 绕 生 一 号 一 -旋转 所 
得 ; 

(2) 顶点 为 (1,0,2) ,轴线 平行 于 向 量 w(2,2, 一 1), 半 顶 角 为 


人 
6 


(3) 顶点 为 (1, 一 1,1), 轴 线 平行 于 向 量 wx(2,2,1), 经 过 点 
4355 一 2)5 

(4) 球面 xz? 十 yy 十 z? 十 2z 一 4y 十 4z 十 5 二 0 的 顶点 为 (0,0,0) 
的 外 切 锥 面 . | 

11. 以 一 条 给 定 直 线 /为 轴 , 并 且 经 过 两 个 不 在 1 上 的 不 同 点 
M1i,M 的 圆锥 面 有 多 少 个 ? (分 别 就 Mi ,NM 的 情形 讨论 . ) 

12. 设 在 空间 直角 坐标 系 中 ,直线 ! 经 过 点 (3, 一 2,3) ,平行 
于 z 轴 , 写 出 以 /为 轴 , 并 且 经 过 点 Mi(2, 一 1,3),M2( 一 2, 一 2,0) 
的 圆锥 面 的 方程 . 


13. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,直线 1: 4 一 站 一 子 与 1,: 三 
一 5 一 之 相交 . 求 a, 并 求 1 绕 4 施 转 出 的 曲面 的 方程. 
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14. 求 下 列 柱 面 的 方程 : 
(1) 平行 于 y 轴 ,有 一 条 准 线 为 [ 


zz 二 Sinz， 
(2) 平行 于 = 办 ,有 一 条 准 线 为 人 
一 1， 
(3) oon te 
ZX 十 y 十 z 二 0; 
(4) 平行 于 向 量 w(1, 一 1,1), 有 一 条 准 线 为 
人 
z=0; 


(5) 平行 于 向 量 (一 1,0,1)， 有 一 条 准 线 为 | Ri 


(6) 平行 于 向 量 (一 2,0,1)， 有 一 条 准 线 为 | Fy, 


15. 求 单 参数 直线 族 了 一 ”了 (+ 任意 ) 形 成 的 曲面 


的 方程 . 
16. 证 明 在 空间 仿 射 坐标 系 中 ,方程 为 
f(s,t)=0 
的 图 像 是 柱 面 ,其 中 


5 一 CGIZ 十 0 十 ciz，t 一 GZ 十 0y 十 czz。 
17. 求 下 列 锥 面 的 方程 ， 
二 
(1) 顶点 为 原点 ,一 条 准 线 为 4 
之 二 2， 
Zz? 十 yy 十 z? 二 4， 
=]; 
2 十 3y? 一 4， 


而 硕 点 为 原点 ,一 条 准 线 为 | 


(3) 顶点 为 (0,1 ,2) ,一 条 准 线 为 | ” 


工 二 十 于 一 4z， 


(4) 顶点 为 (0,0,2) ,一 到 | 
BE 9 ZX 十 y 十 z 十 1 二 0. 
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86 二 次 曲面 


一 个 仿 射 坐标 系 中 , zx,y,z 的 一 个 二 次 方程 的 图 像 称 为 二 次 
曲面 . 这 不 是 一 个 纯 几 何 的 概念 ,因为 它 不 是 用 图 形 本 身 的 几何 特 
征 ( 如 同 旋转 面 、. 柱 面 和 锥 面 那 样 ) 来 规定 ,而 是 用 方程 定义 的 . 例 
如 ,方程 zx? 十 y==0 的 图 像 是 直线 (z 轴 ) ,但 是 它 也 算 作 二 次 曲面 . 
本 节 要 做 的 不 再 同上 节 那 样 从 几何 特征 求 方程 ,而 是 从 方程 出 发 
研究 图 形 的 几何 特征 . 

二 次 方程 的 一 般 形式 为 

QunT’ 十 azzy 十 assz2 十 2a12Ty 十 2aiszz 十 2a23y2 
十 20z 十 20y 十 2pz 十 c 王 0， 
它 有 10 个 系数 ,不 难 想到 这 些 系 数 的 变化 都 要 影响 到 几何 特征 . 
因此 有 许多 不 同类 型 的 二 次 曲面 . 我 们 将 在 下 一 章 列 出 各 种 二 次 
曲面 的 类 型 ,本 节 只 在 直角 坐标 系 中 讨论 5 种 方程 的 图 像 ,这 5 种 
方程 是 . 


下 面 我 们 用 三 种 不 同 的 方法 来 研究 它们 的 图 像 . 


6.1 压缩 法 


压缩 是 几何 图 形 的 一 种 非常 形象 而 直观 的 变形 .平面 上 的 一 
个 椭圆 可 以 看 作 被 拉 长 (或 压 扁 ) 了 的 图 .反之 ,椭圆 也 可 压缩 (或 
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拉 伸 ) 成 为 圆 . 例如 一 个 长 轴 为 3, 短 轴 为 亡 的 椭圆 如 果 在 长 轴 方 


向 压缩 3 倍 , 短 轴 方向 拉 伸 2 倍 ,就 变 为 一 个 半径 为 1 的 圆 . 

椭 贺 和 图 的 这 种 关系 使 得 我 们 就 可 从 圆 来 很 直观 地 认识 椭圆 
的 形象 和 性 质 了 . 我 们 把 这 种 研究 图 形 几 何 特征 的 方法 称 为 压缩 
法 . 

用 压缩 法 研究 上 面 所 列 的 二 次 方程 ( 除 (5) 之 外 ) 的 图 像 , 可 以 
很 容易 地 得 到 它们 的 直观 形象 . 

在 空间 中 取 定 了 一 个 空间 直角 坐标 系 后 ,对 点 M(z,y,z) 做 
向 zy 平面 的 .系数 为 上 的 压缩 ,就 是 把 它 变 为 点 (z,y,&z). 如果 
对 空间 的 每 一 点 做 这 种 压缩 ,就 得 到 空间 (作为 点 的 集合 ) 到 自己 
的 一 个 一 一 对 应 , 称 为 空间 向 zy 平面 的 系数 为 上 的 压缩 变换 . 同 
样 可 规定 空间 对 zz 平面 和 对 yz 平面 的 压缩 变换 . 这 里 的 系数 是 
一 个 正 数 . 当 它 小 于 1 时 ,是 真正 意义 的 压缩 , 当 它 大 于 1 时 实际 
上 是 拉 伸 . 以 后 统一 称 为 压缩 . 

对 一 个 图 形 作 向 zy 平面 的 .系数 为 上 的 压缩 ,就 是 对 图 形 上 
的 每 一 点 做 这 个 压缩 . 

设 图 形 S 有 方程 

天 (zyyyz) .一 0， 

它 经 过 向 zy 平面 的 .系数 为 上 的 压缩 后 变 为 5'. 我 们 来 求 5' 的 方 
程 . 

空间 任意 一 点 M (x,y,z) 是 由 点 M| x,y, 竹 | 压缩 而 得 . 因此 
M' ES' 的 充分 必要 条 件 是 ,， ME S, 即 

F| zy 这 | 一 0， 

这 就 是 5' 的 方程 . 由 此 不 难看 出 ,平面 经 过 压缩 得 到 的 仍 是 平面 
(因为 它 的 方程 仍 是 一 次 方程 ). 直线 (作为 两 张 平面 的 交 线 ) 经 过 
压缩 仍 是 直线 ,并 且 压 缩 不 会 改变 两 条 直线 的 共 面 性 和 平行 性 . 


现在 我 们 来 看 上 页 列 出 的 5 个 二 次 方程 中 的 前 4 个 方程 的 图 
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像 : 
(1) 安 十 发 十 所 一 1 
' 它 的 图 像 是 由 单位 球面 
TX 十 十 z= 二 1， 
经 过 三 次 压缩 得 到 的 图 形 : 向 yz 平面 做 系数 为 a 的 压缩 ; 问 zz 
平面 做 系数 为 2 的 压缩 ;向 zy 平面 做 系数 为 c 的 压缩 .读者 不 难 
想象 出 它 的 几何 形象 . 这 种 图 形 称 为 椭 球 面 . (严格 地 说 ,一 个 图 形 


如 果 在 菜 个 空间 直角 坐标 系 中 有 形 如 所 十 区 十 气 ==1 的 方程 ,就 
称 为 椭 球 面 . 下 面 几 个 曲面 的 严格 定义 类 似 . ) 
(2 所 十 监 一气 一 1 
它 的 图 像 是 由 旋转 单 叶 双 曲 面 
安 十 瑟 一 所 一 1 


向 zz 平面 做 系数 为 之 的 压缩 得 到 的 图 形 ,这 种 图 形 称 为 单 叶 双 
曲面 
(3 


它 的 图 像 是 由 旋转 双 叶 双 曲 面 
a 
a a C 


向 zz 平面 做 系数 为 过 的 压缩 得 到 的 图 形 ,这 种 图 形 称 为 双 叶 双 
曲面 . 
(4) a 
a” 5b 
它 的 图 像 是 由 旋转 抛物 面 
筷 ~ = 2> 


向 zz 平面 做 系数 为 的 压缩 得 到 的 图 形 ,这 种 图 形 称 为 精 圆 坟 


十 


= 一 1 
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物 面 . 

上 面 我 们 用 压缩 法 得 到 了 前 4 个 二 次 方程 的 图 像 的 几何 形 
象 , 第 5 个 方程 的 两 个 平方 项 的 符号 不 同 , 因 而 它 的 图 像 不 是 旋转 
曲面 的 压缩 像 . 


6.2 对称 性 


对 称 性 是 一 种 重要 的 几何 性 质 , 上 面 所 列 的 5 种 二 次 曲面 都 
有 很 好 的 对 称 性 . 

在 直角 坐标 系 中 ,如 果 一 个 图 形 的 每 一 点 关于 某 坐 标 平面 的 
对 称 点 也 在 此 图 形 上 ,就 说 它 关 于 此 坐标 平面 对 称 . 

点 M(xz,y,z) 关 于 ZY 平面 的 对 称 点 的 坐标 为 (zr,y， 一 z), 于 
是 如 果 二 次 曲面 的 方程 中 z 只 以 平方 项 的 形式 出 现 , 则 它 一 定 关 
于 zy 平面 对 称 . 对 男 两 张 坐标 平面 的 对 称 性 也 有 同样 的 结论 . 

如 果 一 个 图 形 的 每 一 点 关于 某 坐 标 轴 的 对 称 点 也 在 此 图 形 
上 ,就 说 它 关 于 此 坐标 轴 对 称 . 

点 M(z,y,z) 关 于 Tz 轴 的 对 称 点 的 坐标 为 (z, 一 ,一 z) ,于 是 
如 果 二 次 曲面 的 方程 中 y,z 只 以 平方 项 和 交叉 项 yz 的 形式 出 现 ， 
则 它 一 定 关于 z 轴 对 称 . 对 另 两 条 坐标 轴 的 对 称 性 也 有 同样 的 结 
论 . 

如 果 一 个 图 形 的 每 一 点 关于 某 点 的 对 称 点 也 在 此 图 形 上 ,就 
说 它 关 于 该 点 对 称 . 

点 M(xz,y;z) 关 于 原点 的 对 称 点 的 坐标 为 (一 zx， 一 JJ， 一: 必 ) ,于 
是 如 果 二 次 曲面 的 方程 中 只 有 二 次 项 和 常数 项 ,没有 一 次 项 , 则 它 
一 定 关 于 原点 对 称 . 

方程 (1), (2) 和 (3) 中 三 个 变量 都 以 平方 项 形式 出 现 ,因此 它 
们 的 图 像 一 一 椭 球 面 、 单 叶 双 曲面 和 双 叶 双 曲 面 关 于 原点 、 各 坐标 
平面 和 各 坐标 轴 都 对 称 . 方程 (4) 中 z,y 以 平方 项 出 现 , 而 xz 不 
是 , 它 的 图 像 一 一 椭圆 抛物 面 只 关于 yz 平面 .zz 平面 和 > 轴 对 
称 ,而 对 zy 平面 .z 轴 和 y 轴 都 不 对 称 , 对 原点 也 不 对 称 . 方程 (5) 
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的 图 像 的 对 称 性 和 椭圆 抛物 面 完 全 一 样 . 


6. 3 平面 截 线 法 


平面 截 线 法 是 通过 考察 一 族 互 相 平行 的 平面 和 曲面 的 交 线 
( 称 为 曲面 的 平面 截 线 ) 的 变化 情况 来 认识 曲面 的 方法 . 地 理学 中 
常用 的 等 高 线 法 就 是 这 种 方法 . 通常 用 平行 于 坐标 平面 的 平面 族 
的 截 线 . 例如 

对 于 椭 球 面 


2 


和 克 十 另 十 要 一 1， 
平行 于 zy 平面 的 平面 z=h 的 截 线 为 


Xx? 2 h? 
i 
z= 二 hh. 
当 |h | 过 c 时 ,该 截 线 为 椭圆 , 它 随 着 |h | 的 增 大 而 缩小 ,但 离心 率 
不 变 ; 当 |h|==c 时 截 线 缩 为 一 点 ;如 果 |h| 二 c, 截 线 为 空 集 ， 由 此 
可 见 , 椭 球面 局 限于 一 c<<z<c 的 范围 内 ,用 平行 于 另 两 张 坐标 平 
面 的 平面 截 制 ,情形 完全 类 似 . 椭 球 面 在 长 方 体 
一 4& 委 工 和 4， 
|- 2 委 ? 委 0， 
一 C 委 zz 委 c 
内 . 
对 于 单 叶 双 曲 面 
| 
平行 于 zy 平面 的 平面 z=h 的 截 线 为 
人 本 
z- 二 hh. 
该 截 线 是 椭圆 , 它 随 |14| 的 减 小 而 缩小 ,离心 率 不 变 . 在 h=0 时 的 
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截 线 最 小 ,是 zy 平面 上 的 椭圆 瑟 十 点 一 1, 称 为 单 叶 双 曲 面 的 屡 


柱 圆 . 整个 曲面 位 于 柱 面 瑟 十 点 一 1 的 外 面 ,只 有 腰 椭 圆 在 此 柱 


面 上 . 但 是 , 平行 于 田 两 张 坐标 平面 的 平面 截 线 不 是 椭圆 . 例如 ， 
平面 


的 截 线 为 


当 & 一 a 时 ,该 截 线 是 两 条 相交 直线 ,交点 在 腰 椭 圆 上 ,坐标 为 
(a,0,0); 当 |&|<a 或 |1E|>a 时 , 截 线 都 是 双 曲 线 . 但 14 天 a 时 双 
曲线 的 实 轴 平行 于 y 轴 , 虚 轴 平 行 于 z 轴 ;， 14 二 2 时 则 相反 .平面 
y 一 4 的 截 线 的 情况 类 似 
对 于 双 叶 双 曲 面 
ge 
平行 于 zy 平面 的 平面 :二 h 的 截 线 为 


rx: 2 hi: 
eh 


Z 一 几 . 


二 一 ]， 


当 |h| 之 c 时 该 截 线 为 椭圆 , 它 随 |h| 的 减 小 而 缩小 ;在 |h|=c 时 缩 
为 一 点 ; |h| 过 c 时 为 空 集 . 因此 在 平面 
zz 二 c 和 z= 一 c 
之 间 无 此 双 叶 双 曲 面 的 点 .但 是 ,平行 于 yz 平面 和 zz 平面 的 任 
何平 面 的 截 线 总 是 双 曲 线 , 实 轴 平 行 于 zx 轴 . 
对 于 椭圆 抛物 面 


平行 于 zy 平面 的 平面 z==h 的 截 线 为 
| 十 点 = 21， 
过 一 几 . 

当 />0 时 该 截 线 为 椭圆 , 它 随 h 的 减 小 而 缩小 ;在 h=0 时 缩 为 一 
点 ; h 达 0 时 为 空 集 . 因而 此 双 叶 双 曲 面 在 zy 平面 的 上 方 .但 是 ， 
平行 于 yz 平面 和 zz 平面 的 任何 平面 的 截 线 总 是 抛物 线 , 对 称 轴 
平行 于 z 轴 . 

上 面 4 张 曲面 的 平面 截 线 也 可 从 它们 的 几何 形象 得 到 , 反 过 
来 ,通过 平面 截 线 又 能 加 次 对 它们 几何 形象 的 了 解 . 

第 5 种 方程 


x: 2 


2 


b 
的 图 像 称 为 双 曲 抛物 面 . 平行 于 zy 平面 的 平面 


z= 二 hh， 


EE 
z= 二 hh. 

当 有 hh 二 0 时 该 截 线 是 zy 平面 上 的 两 条 相交 于 原点 的 直线 , 当 h 关 0 
时 是 双 曲 线 . h 二 0 时 , 双 曲 线 的 实 轴 平 行 于 z 轴 , 虚 轴 平 行 于 y 
轴 ; P<0 时 则 相反 . 但 是 ,平行 于 另 两 张 坐标 平面 的 平面 的 截 线 
都 是 抛物 线 . 例如 平面 


它 的 截 线 为 


> 一 上 


Z2 2 
je 


>》 a k. i 
对 任何 &, 它 的 对 称 轴 总 平行 于 z 轴 , 并 且 开 口 向 着 = 轴 正 问 . 它 
的 大 小 形状 和 无 关 , 但 是 顶点 随 着 |k| 的 增加 而 降低 . 另 一 平面 
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的 截 线 为 


的 截 线 为 


它 的 对 称 轴 也 平行 于 z 轴 , 但 开口 向 着 z 轴 负 向 ,大 小 形状 也 和 
无 关 . 顶点 随 着 |k| 的 增加 而 上 升 ,并 且 顶 点 坐标 为 (&,0,k?/2a?)， 
因此 在 抛物 线 
后 一 Z2/a2， 
yy 一 0 
上 . 因而 整个 曲面 可 看 作 以 抛物 线 
往 一 一 y:/b, 
工 一 0 
为 顶点 并 约束 在 抛物 线 
I = Z2/a2， 
yy 一 0 
上 的 平行 移动 的 轨迹 ( 见 图 2. 9). 于 是 我 们 就 有 了 对 此 曲面 几何 
形象 的 认识 . 它 经 过 原点 ,并 且 在 原点 附近 的 一 个 小 块 像 一 个 马 
鞍 , 因 此 双 曲 抛物 面 也 称 为 马鞍 面 . 


V4 
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习 题 2.6 


1. 证 明 : 如 果 曲 面 S 关于 一 个 空间 直角 坐标 系 的 zy 平面 和 
zz 平面 都 对 称 , 则 它 关 于 z 轴 也 对 称 . 
2. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,一 个 椭 球 面 关 于 三 张 坐标 平面 都 对 


区 
9 1 


本 .并且 和 过 上 0L2 和 和 6 一 “ 写 出 它 的 方程 


z 一 0， 
3. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 写 出 下 列 二 次 曲面 的 方程 : 
(1) 椭圆 抛物 面 , 它 的 顶点 就 是 原点 ,关于 zz 平面 和 yz 平面 
都 对 称 ,并 且 经 过 点 (1,2,5) 和 | 二 ,一 1,1| ; 
(2) 马鞍 面 , 它 关 于 zz 平面 和 yz 平面 者 对称, 并 且 经 过 点 
(1,2,0),(2,0,2) 和 原点 ; 
(3) 关于 zy 平面 和 yz 平面 都 对 称 , 其 上 有 两 条 曲线 : 
ee 人 
之 一 0， X= 0. 
4. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,下 列 二 次 曲面 关于 3 个 坐标 平面 都 
对 称 , 写 出 它们 的 方程 
(1) 已 知 它 的 两 条 截 线 ， 


(2) 已 知 它 上 面 有 两 条 曲线 : 


2 2 

+ 
5 

(3) 已 知 它 上 面 有 丙 条 曲线 ， 
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2 2 2 2 2 
5. 称 锥 面 节 十 瘤 一气 =0 为 单 叶 双 曲面 写 十 此 一 气 一 1 和 


C C 


双 叶 双 曲面 巨 十 恤 一 气 一 一 1 的 渐 近 锥 面 . 证明: 当 单 叶 双 曲面 


C 


2 2 2 2 2 2 
写 十 点 一 所 一 1 双 叶 双 曲 面 到 十 鉴 一 气 一 一 1] 上 的 点 到 原点 的 


距离 无 限 增 大 时 , 它 到 锥 面 气 十 频 一 所 一 0 的 距离 趋向 于 0 
6. 证 明 : 在 通过 坐标 轴 的 平面 和 椭 球 面 
入 十 闪 十 所 一 1 (a>6b>¢e>0) 
相 截 所 得 到 的 截 线 中 ,只 有 两 条 是 圆 ; 指 出 它们 的 位 置 . 
7. 已 知 ce>0>c>>0, 讨 论 & 的 不 同 取 值 时 方程 
(a—hr+ OB— hy ck)z=1 
的 图 像 . 
8. 已 知 ac>0 盖 0, 讨 论 丰 的 不 同 取 值 时 方程 
(a—k)r 二 + BG— ky =z 
的 图 像 . 


8$7 直 纹 二 次 曲面 


由 一 族 直 线 构成 的 曲面 称 为 直 纹 面 ,这些 直线 称 为 它 的 直 母 
线 . 例如 柱 面 、 锥 面 或 平面 都 是 直 纹 面 ;旋转 单 叶 双 曲 面 也 是 直 纹 
面 , 因 为 它 可 由 一 条 直线 绕 轴 旋 转 而 得 到 . 我 们 关注 的 是 二 次 曲面 
中 的 直 纹 面 . 

如 果 一 个 二 次 曲面 是 柱 面 或 锥 面 , 它 一 定 是 直 纹 二 次 曲面 . 例 
如 , 当 二 次 方程 

F(x,y,z)=0 
的 左边 只 有 二 次 项 ,没有 常数 项 和 一 次 项 , 则 它 是 一 个 锥 面 ( 称 为 
二 次 锥 面 ), 是 直 纹 面 . 又 车 F(z,y,z) 中 有 一 个 变量 没有 出 现 , 则 
它 是 一 个 柱 面 ( 称 为 二 次 柱 面 ), 也 是 直 纹 面 . 如果 F(z,y,z) 可 分 
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解 为 两 个 一 次 式 的 滋 积 ， 

F(zr,y,z)=(Aizr+Biy 二 Ciz 二 D1)(Aszt 十 Boy 十 C2z 十 DD;)， 
记 丈 为 平面 Aizt 十 Biy 十 Ciz 十 D;= 二 0 (1 二 1,2), 则 二 次 曲面 
F(z,y,z) 二 0 是 zn 和 zo 的 并 集 , 它 或 是 两 张 相 交 平 面 ( 当 x 和 
xz 相交 时 ) ,或 是 两 张 平 行 平面 ( 当 x 和 xz 平行 而 不 重合 时 ) ,或 

下 面 要 讨论 上 节 中 所 讲 的 5 种 二 次 曲面 中 哪些 是 直 纹 二 次 曲 
面 . 

椭 球 面 不 是 直 纹 面 ,因为 它 是 有 界 的 , 容 不 下 直线 . 椭圆 抛物 
面 也 不 是 直 纹 面 ,因为 它 位 于 zy 平面 的 上 方 , 如 果 它 上 面 有 直线 
则 此 直线 一 定 平行 于 zy 平面 ,但 是 它 的 z= 平面 的 截 线 是 椭圆 ， 
容 不 下 直线 .用 类 似 方 法 还 可 说 明 双 叶 双 曲面 也 不 是 直 纹 面 .下 面 
我 们 来 讨论 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 的 直 纹 性 . 


7.1 双 曲 抛物 面 的 直 纹 性 


双 曲 抛物 面 上 有 直线 ,这 是 已 经 知道 的 . 例如 zy 平面 的 截 线 
就 是 一 对 相交 直线 . 
把 双 曲 抛物 面 S 的 方程 


改写 为 


和- 刘 ( 人 + 刘 -w 


就 容易 看 出 对 于 任何 实数 ,平面 
本 


a bp “« 


和 S 的 交 线 是 直线 
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平面 


之 十 二 
a pb 
和 S 的 交 线 是 直线 
, 2 二 三 C， 
lL.: 
4 家- 
于 是 我 们 得 到 S 上 的 两 族 直 母线 (图 2. 10) 
T= {llc ER) 
和 T= {|c ER). 


AN 


CS 
XA 
三 A 


图 2.10 


下 面 讨论 这 两 族 直 母线 的 性 质 . 
(1) 对 5 上 的 每 一 点 Mo(zo，,yo,z0) ,每 族 直 母线 中 都 恰好 有 


一 条 经 过 Mo. 

SA SN 

令 2 b , 则 Mo 在 平面 & b 一 C0 上 ,从 而 MoELl . 显 
然 , 当 c 关 co 时 , Mo 不 在 平面 也 一 字 c 上 ,从 而 不 在 1 上 .于 是 7 
中 经 过 Mo 的 直线 只 有 /一 条 . 

类 似 地 , 令 上 = 之 十 冯 ， 了 中 经 过 Mo 的 直线 只 有 必 一 条 . 


(2) 同族 直 母 线 都 平行 于 同一 张 平面 . 同族 的 两 条 不 同 直 母 
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线 一 定 异 面 . 
第 一 个 结论 是 显然 的 , 7 中 的 直 母 线 都 平行 于 


并 也 一 
a b 05 


了 "中 的 直 和 母线 都 平行 于 
ee 


设 cl 头 c2, 则 直线 7 ,和 1/ ,分 别 在 平面 二 一 广 一 C1 和 三 3 一 人 2 
上 ,因此 它们 不 相交 . 下面 说 明 它 们 不 平行 . /平行 于 村 


/. 平行 于 直线 


a bp 
这 三 张 平面 相交 于 一 点 .行列 式 


1 
a 


C1 ee 4(c， 二 c1) 
b - ab 


fs 2 —9 
a b 
由 命题 2. 2, 知 道 这 三 张 平面 确实 相交 于 一 点 . 


(3) 异族 直 母 线 一 定 相交 
任 取 两 数 ci,cz, 两 条 直线 1 和 的 方程 可 分 别 写作 
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| 
SE-- 
它们 联 立 所 得 方程 组 
a 
i 


有 惟一 解 | 2 ,ec ,Ge | ,说明 7. 和 世相 交 . 

(4) 了 和 了 了 无 公共 直 母线 (由 (3) 推 出 )， 

(5) S 上 所 有 直 母 线 都 在 了 或 了 中 . 

如 果 /! 是 $ 的 直 母 线 , 则 它 不 会 平行 于 zz 平面 和 yz 平面 (请 
自己 说 明 原 因 ) ,因此 可 假设 它 在 zy 平面 上 的 投影 的 方程 为 > 一 
tz 二 7, 其 中 :过 0. 于 是 1 有 一 般 方程 


zx? 2 
a 


y 二 十 7x. 


从 而 又 有 一 般 方程 


其 中 第 一 个 方程 的 图 像 是 平行 于 y 轴 的 柱 面 . 该 柱 面 与 平面 y= 
ta 十 7 的 交 线 是 直线 的 充分 必要 条 件 是 , 它 本 身 是 一 张 平面 , 即 


它 的 左边 是 一 次 式 . 由 此 得 到 |:| 一 之 .于 是 7 的 方程 为 
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的 形式 ,不 难看 出 , 它 是 了 或 了 中 的 直 母 线 . 


7.2 单 叶 双 曲面 的 直 纹 性 
1. 单 叶 双 曲面 直 纹 性 的 定性 儒 论 


2 单 叶 双 曲 面 可 由 旋转 单 叶 双 曲面 经 过 
Sr 
\ 


/J 压缩 而 得 到 . 施 转 单 叶 双 曲 面 是 直 纹 面 ( 见 
AN 图 2. 8) ,而 压缩 把 直线 变 为 直线 ,并 且 保持 

直线 的 共 面 性 ,可 见 单 叶 双 曲面 是 直 纹 面 
(图 2. 11). 要 了 解 单 叶 双 曲面 上 的 直 母 线 
的 性 质 ,只 需 弄 清楚 旋转 单 叶 双 曲面 5。，; 

zz 十 办 一 z2 一 1 
上 的 直 母 线 的 性 质 . 
3。 是 旋转 面 , 是 由 直线 

2.11 7， oi 或 六 Es 


一 zx 一 0， yy 十 zz 一 0 


绕 z 轴 旋 转 而 得 到 的 曲面 . 

记 /os 分别 是 pu, 绕 > 轴 旋 转 9 角 所 得 的 直线 . T= {1610 志 
90<2x} 和 了 T'= (010 委 9 一 2x} ,这 是 S$。 上 的 两 族 直 母线 .下面 讨论 
它们 具有 的 5 条 性 质 . 

先 指出 一 个 事实 : 5S6 与 平面 z=1 相交 的 方程 为 

让 二] 
名 二 yy 一 2 二 1,- 


工 一 1， 
到 | 
因此 交 线 就 是 两 条 直线 l。 和 的 并 和 集 . 


(1) 对 S。 上 的 每 一 点 Mo, 每 族 直 母线 中 都 恰好 有 一 条 经 过 
Mo. 
这 是 因为 i。(4) 旋 转 一 图 时 , 扫 过 S。 上 的 每 一 点 恰好 一 次 . 
(2) S。 上 直 和 母线 都 在 I 或 7' 中 . 
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设 ! 是 SS 上 的 一 条 直 母 线 , 则 它 一 定 和 zy 平面 相交 ,并 且 交 

点 在 腰 圆 

Z2 十 多 一 1， 

之 二 0 
上 ,从 而 2 和 >* 轴 的 距离 为 1. 于是: 可 旋转 到 平面 zx=1 上 ,成 为 
Zz 一 1 上 的 直 母 线 , 即 是 或 4%, 因 此 /在 7 或 了 中 . 

(3) 同族 的 两 条 不 同 直 母线 一 定 蜡 面 . 同族 的 任何 三 条 不 同 
直 母 线 都 不 会 平行 于 同一 张 平面 . 

由 (1) 知 道 同族 的 两 条 不 同 直 和 母线 一 定 不 相交 . 只 要 再 证 明 它 
们 不 平行 . 以 了 族 为 例 , i 平行 于 向 量 w(40,1,1), 从 而 平行 于 向 
量 mo( 一 sin0,cos9,1). 不 难 验 证 , 当 0 二 91 过 0, 二 2x 时 ， uo 和 wo 不 
平行 ; 当 OR 一 0 天 0<2x 时 ， Ug ,Uo, 和 ze 不 共 面 . 

(4) 异族 直 母 线 一 定 共 面 . 

先 证 明 对 任何 9,l4 和 4s 一 定 共 面 . 如 果 9 二 x, 则 平行 于 
ux(0, 一 1,1) ,从 而 平行 于 46. 否则 , Lo 和 平面 z=1 相交 ,并 且 ( 根 
据 上 面 指出 的 事实 ) 交 点 书 在 或 上 .但 是 和 不 相交 ,已 
一 定 在 % 上 , 即 p 和 相交 于 已 点 . 

对 于 ls 和 4s, 它们 都 是 is_o 和 4 绕 z 轴 旋转 0, 角 所 得 到 直 
母线 ,由 于 如 -。 和 1 共 面 , i 入 也 共 面 . 

(5) IT 和 了 无 公共 直 母 线 ( 由 (3) 和 (4) 推 出 ).， 

显然 ,以 上 这 5 条 性 质 在 图 形 作 压缩 时 不 会 改变 的 ,因此 任何 
单 叶 双 曲 面 的 直 母 线 都 具有 以 上 5 条 性 质 . 

比较 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 的 直 纹 性 ,它们 的 直 母 线 有 许 
多 性 质 是 一 致 的 ,但 是 也 有 不 同 之 处 . 一 是 单 叶 双 曲 面 异 族 直 母线 
可 能 相交 ,也 可 能 平行 ; 而 双 曲 抛物 面 的 异族 直 母 线 都 相交 ,因此 
它 没有 平行 的 直 母 线 . 二 是 单 叶 双 曲 面 上 同族 的 任何 三 条 不 同 直 
母线 都 不 会 平行 于 同一 张 平 面 * 而 双 曲 抛物 面 的 同族 的 直 母 线 皆 
平行 于 同一 张 平面 .这 两 个 区 别 能 帮助 我 们 分 辨 这 两 类 不 同 曲面 . 
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2， 单 叶 双 曲面 直 纹 性 的 定量 讨论 
下 面 我 们 要 求 出 单 叶 双 曲面 $ 


2 2 2 


有 
上 的 直 母 线 的 方程, 先 把 方程 改写 为 
[于 + 二 [到 一生 = (+ 人 人 - 间 ， 


z 之 


J 
sd 
“= 


都 在 S 上 .于 是 就 得 到 S 上 的 两 大 类 直 和 母线 . 
{Llsst 不 全 为 零 ) 和 {4,,|s,t 不 全 为 零 ); 
并 且 它 们 有 以 下 性 质 : 
(1) 每 类 中 的 直 母 线 是 同族 的 (按照 上 面 1 中 的 族 的 分 法 ). 
先 证 明 对 于 任意 s,t, 4,, 与 有 1,6 共 面 . 2 。 的 一 般 方程 为 


z 之 
Et 一 一 0， 
a C 


1 十 与 二 0， 


=-:| 1 十 立 | 总 是 过 石 ,的 ,于 是 


因此 对 于 任意 *,z, 平 面 *| 三 十 三 
1.,, 与 0,。 共 面 . 
容易 验证 (请 读者 自己 做 )，/ ,6 与 7, ,平行 而 不 重合 ; 当 s:z 
关 1 : 0 时 , 4,, 与 44,o 相交 . 
于 是 ，{Z,, ,1s,t 不 全 为 零 } 中 的 直 母 线 都 和 0,。 异 族 , 从 而 是 
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同族 的 . 类 似 地 ，{Z,,,|s,t 不 全 为 零 } 中 的 直 和 母线 也 是 同族 的 . 
(2) 对 于 S 上 的 每 一 点 ,两 类 中 各 有 一 条 直 母 线 经 过 它 . 


设 MoCzo,yozo)E3. 注意 到 1 十 2 和 1 一 如 不 都 为 0 


如 果 1 十 剖 关 0, 令 s 一 1 十 并 ,tf 一 于 十 闻 , 则 Mo 在 4 ,上 ; 仿 


;二 池 一 也 ,二 1 十 字 , 则 Mo 在 a 


a 


之 0 


PS ,二 1 一 守 , 则 Mo 在 4， a 令 


$=— 1—22 b ee ee 也 , 则 Mo 在 7 ,上 


不 全 为 零 ) 和 (4,,|s,zt 不 全 为 零 ) 给 出 了 5S 的 所 
有 直 母 线 , 并 且 它 们 恰好 是 S 上 的 两 族 直 母线 . 

上 面 我 们 讨论 了 二 次 柱 面 、 二 次 锥 面 、 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 
面 这 几 种 二 次 曲面 的 直 纹 性 . 事实 上 ,它们 包括 了 除了 平面 性 的 二 
次 曲面 外 的 全 部 直 纹 二 次 曲面 (对 这 个 结论 的 严格 论证 比较 复杂 ， 
涉及 到 二 次 曲面 的 分 类 问题 ,下 一 章 中 我 们 会 给 出 有 关 的 结论 ). 
因此 ,如 果 一 个 非 平 面 性 的 二 次 曲面 是 直 纹 面 (其 实 只 要 包含 有 直 
线 ), 它 又 不 是 二 次 柱 面 和 二 次 锥 面 ,那么 就 一 定 是 单 叶 双 曲面 或 
双 曲 抛物 面 . 至 于 要 判断 是 这 两 种 曲面 中 的 哪 一 种 ,可 利用 它们 性 
质 上 的 差别 ， 

(1) 单 叶 双 曲面 存在 平行 的 直 母 线 , 双 曲 抛物 面 上 任何 两 条 
直 母 线 都 不 平行 ; 

(2) 双 曲 抛物 面 的 同族 直 母 线 平行 于 同一 张 平 面 ,而 单 叶 双 
曲面 的 任何 三 条 同族 直 和 母线 都 不 平行 于 同一 张 平 面 ( 即 它们 的 方 
向 向 量 不 共 面 ). 


习 题 2.7 
1. 求 单 叶 双 曲面 三 十 艺 一 三 一 1 的 过 点 (2, 一 3,4) 的 两 条 直 
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母线 的 方程 . 

2. 证 明 ; 单 叶 双 曲 面 或 双 曲 抛物 面 的 任何 3 条 直 母 线 不 会 在 
同一 张 平面 上 . 

3. 求 双 曲 抛物 面 z? 一 分 二 2z 的 正 交 直 母线 交点 的 轨迹 . 

4. 设 4 是 给 定点 ; u,v ,w 是 3 个 不 共 面 的 向 量 , 记 4, 为 满 
足 44,==tw 的 点 , 4 为 经 过 4, 平行 于 v 十 tu 的 直线 .证 明 : 由 单 
参数 直线 族 {1,|:E RR } 形 成 的 图 形 是 马鞍 面 . 

5. 由 参数 方程 给 定 两 条 直线 ; 


z 一 也 十 3f， I 二 3t， 
a ee ,2 


之 二 一 tf， 

求 由 所 有 连结 Ll 和 li。 上 有 相同 参数 的 点 的 直线 所 构成 的 图 形 的 
方程 ,并 指出 是 什么 图 形 . 

6. 设 站 和 /2 是 两 条 蜡 面 的 直线 ,它们 都 和 平面 x 不 平行 ,证 
明 :, 所 有 与 和 i; 都 相交 ,并 且 平 行 于 x 的 直线 构成 马鞍 面 . 

7. 设 L,l2,ls 是 3 条 两 两 异 面 的 直线 ,证 明 : 所 有 和 它们 都 共 
面 的 直线 构成 单 叶 双 曲 面 或 双 曲 抛物 面 ,并 指出 何 时 构成 单 叶 双 
曲面 , 何 时 构成 双 曲 抛物 面 . 

8. 设 站 和/ 是 两 条 异 面 的 直线 ,把 分 别 过 2 和 ,并 且 互 相 
垂直 的 平面 的 交 线 的 轨迹 记 作 5. 

(1) 证 明 2 和 /2 都 在 3 上; 

(2) 证 明 S 是 直 纹 二 次 曲面 ; 

(3) 证 明 : 当 4 和 7s 互相 平行 时 , S 是 圆柱 面 ,指出 它 的 轴线 
和 半径 ; 

(4) 证 明 ; 当 和 Ls 相交 但 不 垂直 时 ,5S 是 锥 面 ,但 不 是 圆锥 
面 ; 

(5) 当 和 /垂直 时 ，$S 是 什么 图 形 ? 

(6) 当 和 Ls 异 面 但 不 垂直 时 , S 是 什么 曲面 ? 
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之 二 0. 


9. 设 直 线 1; 过 点 Mi; ,平行 于 向 量 上 《一 1,2). 在 一 个 空间 直 
角 坐 标 系 中 ,Mi 的 坐标 为 (1,0,1) ，M; 的 坐标 为 (1,1,1); ma 的 
坐标 为 (1,0,1) ,ws 的 坐标 为 (0,1,1). 求 与 Ai 和 is 都 相交 ,并 与 向 
量 ws(1,1,0) 垂 直 的 所 有 直线 所 构成 曲面 的 方程 ,说 明 它 是 什么 
曲面 . 

10. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,直线 L1,ls 的 方程 分 别 为 ， 

之 一 6_ 2_ 2 一 1 工 _ 2 一 8 二 十 4 


1 2 2 ” 1 2 = 
过 Li 作 平 面 xi, 过 7， 作 平 面 rz 使 得 xl | xz， 求 xl 和 zz 的 交 线 轨 
迹 的 方程 ,并 指出 这 是 什么 曲面 . 


11. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,给 出 两 条 蜡 面 直线 : 

1: 过 点 M1(1, 一 3,5) ,平行 于 向 量 w(1,0,1); 

li: 过 点 M;(0,2, 一 1) ,平行 于 问 量 ws( 一 1,2,0)， 
设 卫 是 所 有 与 和 正 交 ,与 2 共 面 的 直线 的 轨迹 . 

(1) 求 T 的 方程 ; 

(2) 说 明 械 是 什么 曲面 ? (说 出 理由 )》 
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第 三 章 ”坐标 变换 与 二 次 曲线 的 分 类 


在 不 同 的 坐标 系 中 ,点 的 坐标 不 相同 ,从 而 图 形 方程 也 不 相 
同 . 例如 在 平面 上 , 贺 锥 曲线 (椭圆 \、 双 曲线 ,抛物 线 ) 只 在 标准 坐标 
系 ( 即 以 对 称 轴 为 坐标 轴 的 直角 坐标 系 ) 中 的 方程 才 是 标准 方程 


写 十 点 一 1, 瑟 一 刁 一 1 和 一 2pz 等 形式 的 方程 | ,在 别 的 坐标 


系 中 的 方程 可 能 会 很 复杂 ;在 第 二 章 中 的 椭 球 面 . 单 叶 双 曲面 、 双 
叶 双 曲面 .椭圆 抛物 面 和 马鞍 面 等 二 次 曲面 也 是 在 特殊 的 直角 坐 
标 系 中 讨论 的 ,在 一 般 的 仿 射 坐标 系 中 的 二 次 方程 的 图 像 是 否 也 
属于 这 5 类 曲面 之 一 ? 还 有 没有 别 的 可 能 ? 于 是 ,解析 几何 学 自然 
要 面 对 两 个 问题 ; 对 于 给 定 的 图 形 ,怎样 选 坐标 系 ,使 得 它 的 方程 
最 简单 ? 在 不 同 的 坐标 系 中 ,图 形 的 方程 之 间 有 什么 关系 ? 这 些 就 
是 本 章 所 要 讨论 的 内 容 . 8$1 讨论 坐标 变换 的 一 般 规律 , 即 给 出 
点 、 向 量 和 图 形 的 坐标 变换 的 公式 . 后面 几 节 以 平面 上 的 二 次 曲线 
为 典型 例子 进行 讨论 ,将 提出 “不 变量 ”等 重要 几何 思想 . 

作为 工具 ,本 章 的 论证 中 将 较 多 地 用 到 线性 代数 学 中 的 逢 阵 ， 
对 和 矩 阵 及 其 运算 不 熟悉 的 读者 可 先 读 附 录 . 


$1 仿 射 坐标 变换 的 一 般 理论 


设 在 空间 中 我 们 取 定 两 个 仿 射 坐标 系 , 它们 的 标 架 分 别 为 
I[O;e1,ez,e3] 和 了 '[O' ;ei,ez,e3j. 一 个 点 或 一 个 向 量 在 T 和 7 了 ' 中 
有 不 同 的 坐标 (rz,y,z) 和 (zx',y',z'), 它 们 有 什么 关系 ? 一 个 图 形 
在 IT 和 7 中 有 不 同 的 方程 ,它们 怎样 互相 转化 ?下 面 我 们 来 讨论 这 
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些 问题 . 


1.1 过 渡 和 矩阵 .向量 和 点 的 坐标 变换 公式 
先 讨论 一 个 向 量 a 在 IT 和 了 中 的 坐标 (zx,y,z) 和 (x ,y ,zx') 
之 间 的 关系 . 显然 ,这 是 与 和 7 了 ' 之 间 的 位 置 关 系 直 接 相 关 的 . 
设 ei,ez,es 在 7 中 的 坐标 依次 为 (caycoayca)， (czyczzycaz)， 
(cisyczaycss)， 即 
ei 一 cl1e1 十 c21ez 十 c3le3， 
ez = clzel 十 czzez 十 cazea， 
ei = cise1 十 caiez 十 cas€3, 
于 是 由 坐标 的 定义 ， 
a 一 iel 十 yey ze 
= X' (cllel 十 czlez 十 cle3) 十 多 (ciyel 十 czzez 十 caze3) 
十 zx (cisel 十 czses 十 cases) 
二 (cl 十 clyy 十 cl3z )el 十 (cz 十 czzy 十 cz' )ez 
十 (caT' 十 cyy 十 C332' )@s. 
这 说 明 a 在 了 中 的 坐标 为 
并 一 cw' 十 Clzy 十 C132'， 
| = CaizZ' 十 czzy 十 czaz ， (3. 1) 


z 一 CalZ' 十 cazy 十 caaz . 


/ 

并 Cll Cl12 C13 并 
ee 

» | 三 | C21 C22 C23 yy» |. (3. 1a) 
/ 

之 C3l C32 C33 之 


称 (3.1) 和 (3. 1a) 为 向 量 的 坐标 变换 公式 ，(3. 1a) 中 的 矩阵 


Cl Cl2? C13 
C= |ca cz C23 
C3l C32 C33 


用 矩阵 写 出 为 
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称 为 从 坐标 系 了 到 忆 的 过 渡 和 矩阵 , 它 是 以 e ,es,es 在 了 中 的 坐标 
为 各 个 列 向 量 的 三 阶 和 矩阵 . 

现在 讨论 点 的 坐标 变换 公式 . 设 点 M 在 I 和 7 了 T' 中 的 坐标 分 别 
为 (z,y,z) 和 (zx ,yy ;z') ,它们 分 别 是 向 量 OM 在 I 中 的 坐标 和 问 
量 O 用 在 I' 中 的 坐标 . 因为 O 履 和 O 用 不 同 ,所 以 不 能 直接 套用 
(3.1) 和 (3. 1a). 用 (3. 1a) 可 得 到 OM 在 了 中 的 坐标 


Cil C2 C13 go 
区 C22 | > | 
C31 C32 C33 > 
由 于 0MN=O0 十 0M, 如 果 设 点 0'( 即 向 量 007) 在 I 中 的 坐标 
为 (di,dz,qds), 则 
T Cl11 Cl2 C13 到 di 
了 |- 民 C22 2 lt | (3. 2a) 
之 C31 Cas C33 z da 
这 就 是 点 的 坐标 变换 公式 的 矩阵 形式 . 点 的 坐标 变换 公式 的 一 般 
形式 为 


y= caiZ 十 czzy 十 czsz 二 di, (3. 2) 
z = car’ + csy 十 caz + ds. 
请 注意 ，(3. 1), (3. la), (3. 2) , (3. 2a) 都 是 由 7' 中 的 坐标 求 
中 的 坐标 公式 . 


一 cx 十 ci2y 十 claz'” 十 di， 


1.2 图 形 的 坐标 变换 公式 
先 讨 论 曲 面 的 坐标 变换 公式 . 
设 S 是 一 张 曲 面 , 它 在 I 中 的 一 般 方 程 为 F(z,y,z) 二 0, 求 它 
在 7' 中 的 一 般 方程 . 
对 于 点 M, 如 果 它 在 7' 中 的 坐标 为 (zx',y' ,zx'), 则 它 在 了 中 的 
坐标 为 (caz 二 cwzy ewsz tdi, car’ 十 czzy 十 cz3z 十 daycaiZ 十 
ca2y 十 casz' 十 das)， 因此 M 在 S 上 的 充分 必要 条 件 为 
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有 (caz 十 cy 十 claz 十 docsiZ 十 czzy 十 caz 十 do， 
calZ 十 cazy 十 ca 十 da) 一 0. 
把 上 式 左 边 的 函数 式 记 作 GCCz'yy ,z'), 则 G(xz',y ,z')= 二 0 是 5S 
在 卫 中 的 一 般 方程 , 称 它 为 由 S 在 了 中 的 方程 F(z,y,z)= 二 0 经 过 
坐标 变换 转化 为 S 在 也 中 的 方程 . 

对 于 曲线 厂 ,可 看 作 两 张 曲面 的 交 线 , 它 在 了 中 的 一 般 方程 为 
两 个 3 元 方程 式 的 联 立方 程 组 ,把 这 两 个 方程 都 用 坐标 变换 转化 
为 了 中 的 方程 , 联 立 得 到 它 在 了 中 的 一 般 方程 . 

例 3.1 设 从 坐标 系 了 到 刀 了 的 过 渡 和 矩阵 为 


2 1 0 
1 0 1 
O' 在 了 中 的 坐标 为 (1 ,一 2,0). 
(1) 设 平面 x 在 I 中 的 一 般 方程 为 
3z 十 2y 一 zx 十 2 一 0， 
求 z 在 T' 中 的 一 般 方程 ， 
(2) 设 直线 ! 在 了 中 的 标准 方程 为 
se i A nl/ 


3 i 


求 ! 在 忆 中 的 方程 . 
解 向 量 的 坐标 变换 公式 为 
TT 二 2z 十 y， 
| (3. 3) 
zz 一 2 十 zx. 


点 的 坐标 变换 公式 为 


2 (3. 4) 
过 一 2 十 zx. 
(1) 将 (3.4) 代 入 zz 在 I 中 的 一 般 方程 3x 十 2y 一 z 十 2 二 0 中 ， 
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得 到 
3(27 十 小 十] 二 2 二 JIC 十 2 十 2 二 0， 
整理 后 得 到 x 在 7' 中 的 一 般 方程 : 
2 向 5 e000 . 
(2) 我 们 用 下 面 两 种 方法 求 1 在 了 中 的 方程 . 
方法 1. 求 ! 在 也 中 的 一 般 方程 . 先 写 出 ! 在 了 中 的 一 般 方 
程 ,例如 
~ 十 3y 一 2=0， 
y 十 2z 一 4 二 0. 
对 这 两 个 方程 表示 的 曲面 分 别 用 (1) 中 的 方法 求 出 它们 在 7' 中 的 
一 般 方程 , 联 立 得 到 ! 在 也 中 的 一 般 方程 
人 十 5y 一 3z 一 6 一 0， 
27' 十 y+ 十 z' 一 6==0. 
方法 2. 求 ! 在 也 中 的 标准 方程 . 记 M 是 在 了 中 的 坐标 为 
(1,0,2) 的 点 , a 是 在 了 中 的 坐标 为 (3, 一 2,1) 的 向 量 , 则 /过 点 
M ,平行 于 向 量 a .分 别 求 出 M 和 a 在 I' 中 的 坐标 ,就 可 写 出 /在 
也 中 的 标准 方程 了 . 
以 z=1,y= 二 0,z 二 2 代入 (3.:4) ,就 得 到 关于 MM 在 也 中 坐标 的 
方程 组 
27' 十 y 一 0， 
|， 一 2z 一 2， 
到 十 2. 
以 z=3,y= 二 一 2,z 二 1 代入 (3. 3) ,就 得 到 关于 a 在 1' 中 坐标 


的 方程 组 
27 Y=, 
|， 一 2 一 一 2， 
Z' 十 z 一 1. 
用 矩阵 消 元 法 解 这 两 个 方程 组 (它们 的 系数 矩阵 一 样 ,因此 可 放 在 
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2 1.0i:0 3] ho 1: 2 1 
0 1 一 1;2 —2|~>lo 1 1: 2 一 ? 

| + ， 
10 1i2 1 bl 一 2:-4 1 


1 0 0:—4 4 
>|0 1 0: 8 一 5|， 


00 1: 6 —3 
于 是 求 出 M 和 a 在 I' 中 的 坐标 分 别 为 (一 4,8,6) 和 (4, 一 5, 一 3)， 
从 而 也 中 的 标准 方程 为 


nk es .ie 
4 一 5 一 3 


1.3 ”过渡 和 矩阵 的 性 质 

在 坐标 变换 公式 中 ,过 渡 和 矩阵 是 最 重要 的 因素 .下面 介 绍 它 的 
几 个 性 质 . 

首先 ,因为 也 中 的 坐标 向 量 ej ,es ,es 是 不 共 面 的 ,所 以 过 渡 矩 
阵 C 的 行列 式 |C| 关 0, 即 C 是 可 首 和 矩阵 . 

命题 3.1 设 有 3 个 仿 射 坐标 系 1,T',1",I 到 7' 的 过 渡 和 矩阵 
为 C,T' 到 "的 过 渡 和 矩阵 为 D, 则 了 到 7" 的 过 渡 和 矩阵 为 CD. 


证 明 记 
du di di 
D = d22 | 9 
dal da da3 


则 I 的 坐标 向 量 e; 在 T' 中 的 坐标 为 (di,4d;,d;s), 于 是 (根据 公式 
(3. la))e" 在 了 中 的 坐标 为 


于 是 了 到 "的 过 渡 和 矩阵 为 
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di di dis du diz dis 
ds Gl dy dy ds 
推论 。 若 I 到 7' 的 过 渡 和 矩阵 为 C, 则 T' 到 了 的 过 渡 和 矩阵 为 
GL 
证 明 设 I 到 了 的 过 渡 和 矩阵 为 D, 则 由 命题 3.1, CD 是 7 到 7 
的 过 渡 和 矩阵 ,从 而 CD=E, 即 D=C-!.。 | 
例 3.2 已 知 仿 射 坐标 系 T' 的 三 个 坐标 平面 在 仿 射 坐标 系 I 
中 的 一 般 方程 为 
yO'z' 平面 ; 3z 十 2y 一 2 十 1 一 0， 
Xx'O'z' 平面 : 2z 十 y 一 zx 一 2 一 0， 
ZX'O'y 平面 :zx 一 2y 十 z> 十 2 一 0， 
并 且 了 的 原点 O 在 7T' 中 的 坐标 为 (1, 一 4, 一 2), 求 1 到 了 的 坐标 变 
换 公式 . 
解 ” 如 果 要 直接 按照 定义 来 求 1 到 了 的 坐标 变换 公式 ,就 要 
先 求 出 了 的 原点 O'( 即 三 张 坐标 平面 的 交点 ) 和 3 个 坐标 向 量 在 了 
中 的 坐标 . 计算 量 比较 大 .下面 介 绍 另 一 种 解 题 思路 . 先 求 出 也 到 
I 的 坐标 变换 公式 ,再 反 解 出 了 到 7' 的 坐标 变换 公式 . 
假设 卫 到 了 的 过 渡 和 矩阵 为 
di dl; | 


D= dz dz dz 


dal ds das 


则 了 到 了 的 坐标 变换 公式 为 

Z 一 dz 十 dy 十 dz 十 1， 

| = daz 十 dzy 十 dosz 一 4， 

z 一 cz 十 cazy 十 casz 一 2. 
于 是 yO'z' 平 面 , 即 x'==0 在 了 中 的 方程 为 

duz + dyzy++diz++l1=0. 
将 其 与 它 的 已 知 方程 3z 十 2y 一 2z 十 1==0 相对 照 ,得 到 d= 3， 
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du 二 2,dy 二 一 2; 类 似 地 可 求 出 da1=4,dz=2,dz=— 2,da= 
一 1,d3z 二 2,d3 二 一 1. 从 而 


于 是 了 到 了 的 坐标 变换 公式 为 
克 二 37 十 2y 一 222 十 1 
|， 一 47 十 2y 一 2z 一 4， 
z' 二 一 ZX 十 2y 一 z 一 2. 
由 它 解 出 xz,y,z 并 用 x',y ,> 表示 的 函数 式 
T= 一 TX 十 y+ 十 5， 
. -ttt 
z 一 一 5z' 十 4y 十 x 十 23. 
这 就 是 了 到 的 坐标 变换 公式 . 
例 3.3 设 (ai,b1,c1) 与 (az,6bz,c2) 不 成 比例 ,证 明 在 任意 仿 射 
坐标 系 了 中 , 形 如 
flart+oyt+cewart by cer)=0 
的 方程 的 图 像 S 是 柱 面 . 
证 明 思路 : 找 坐 标 系 7' ,使 得 5S 在 IT' 中 的 方程 为 f(x’',y') 
一 0, 就 可 看 出 $ 是 柱 面 . 具体 做 法 如 下 : 
由 条 件 (ci,pbiycl) 与 (azybycz) 不 成 比例 ,可 找到 数 a3,03, C3, 


使 得 
a1 pb Ci 
C= kE b, cy? 
Ca b3 ci 


是 可 道 矩 阵 (例如 当 ci: 天 pas 时 ,as 二 0,63 二 0,cs= 二 1). 设 
dl dns dis 
C != dz dz dz3 。 


da ds das 
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作 仿 射 坐 标 系 I'[O;el ,es,esj, 使 得 eyez,es 在 I 中 的 坐标 依 
次 是 C-:! 的 各 个 列 问 量 (du ,dz21， dal)， (dis, dzz,d3z) 和 和 (di1s, dz23, 
dss). 则 了 到 7' 的 过 渡 和 矩阵 为 C7”!, 从 而 7' 到 了 的 过 渡 窍 阵 为 C. 注 
意 I' 和 了 有 相同 的 原点 , 1' 到 了 的 坐标 变换 公式 为 
TX = QT 十 biy 二 cz， 
y 一 as 十 py 十 cz， 
z' 一 QZ 十 bsy 十 c3z. 
于 是 在 也 中 方程 f(x',y )==0 的 柱 面 在 7 中 的 方程 为 
Jaiz 十 Diy 十 cizyazz 十 py 十 czz) 一 0， 
因此 它 就 是 S. 
以 上 所 讨论 的 是 空间 中 的 坐标 变换 ,平面 上 的 坐标 变换 可 仿 
照 着 进行 讨论 ,只 是 更 加 简单 (过 渡 矩 阵 是 二 阶 矩 阵 )， ” 
下 面 写 出 相应 的 坐标 变换 公式 . 
点 的 坐标 变换 公式 ， 


= : 十 ' 十 d 9 
人 Ne Bd 1 (3.2b) 
yy 一 cziz 十 czzy + d;. 
癌 量 的 坐标 变换 公式 ， 
es 人 人 


二 二 1 1  . 
一 cz 十 czzy 。 


1.4 代数 曲面 和 代数 曲线 


如 果 F(z,y,z) 是 TY 的 一 个 多 项 式 , 则 称 方程 
F(xr,y,2) 一 0 

的 图 像 为 代数 曲面 ,把 (zx,y,z) 的 次 数 称 为 这 个 代数 曲面 的 次 
数 . 

次 数 的 概念 并 不 是 纯 几 何 的 ,例如 方程 

2Z2 十 只 十 xz: 十 2zy 十 2zz 十 2yz 一 0 
和 z 十 ?十 zx 一 0 的 图 像 是 同一 张 平 面 . 如 果 只 在 几何 上 看 , 它 是 1 
次 曲面 ,但 是 按照 第 一 个 方程 的 次 数 , 它 又 是 2 次 曲面 .可 见 代 数 
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曲面 的 次 数 概念 与 方程 有 关 . 

代数 曲面 及 其 次 数 与 坐标 系 的 选择 无 关 . 如 果 一 张 代数 曲面 
在 坐标 系 了 中 的 方程 为 F(z,y,z) 二 0, 当 从 坐标 系 了 到 坐标 系 了 
作 坐标 变换 时 ,多项式 F(zr,y,z) 变 为 函数 G(xz’,y ,z'), 则 
Gl(z',y',z') 也 是 多 项 式 ,并 且 次 数 不 会 超过 F(z,y,z)( 因 为 
(3. 2) 的 右边 是 一 次 式 ); 反 过 来 ,从 了 到 了 的 坐标 变换 又 把 CCz' ， 
, z/ ) 变 为 F(z,y,z), 从 而 F(z,y,z) 的 次 数 又 不 会 超过 G(r', 
y ,z'), 于 是 , G(xz',y ,zx') 和 (zx,y,z) 是 同 次 的 多 项 式 ， 

在 平面 上 ,相应 的 有 代数 曲线 的 概念 . 例如 以 后 要 着 重 讨论 的 
二 次 曲线 就 是 指 二 次 方程 F(z,y) 二 0 的 图 像 ， 

下 面 我 们 来 回答 一 个 问题 : 空间 中 的 一 张 二 次 曲面 和 一 张 平 
面 的 交 线 是 什么 曲线 ? 

设 $ 是 空间 中 的 一 张 二 次 曲面 , 它 在 坐标 系 了 中 的 方程 为 
F(z,y,z) 二 0. 又 设 x 是 平面 ,以 7 为 z'O'y/ 平 面 , 作 一 个 新 的 坐 
标 系 I'. 设 从 了 到 了 的 坐标 变换 把 下 (x,y,z) 变 为 G(x',y ,z'). 
则 S 在 7 中 的 方程 为 G(x',y',z')= 二 0, 而 zz 在 7' 中 的 方程 为 > 一 
0. 于 是 S 与 的 交 线 在 也 的 坐标 平面 xz?O' y 上 的 方程 为 

G(7z',y ,0) = 0. 
显然 , 它 是 次 数 不 超 过 2 的 代数 曲线 . 这 样 ,上 述 问题 的 确切 回答 
为 : 如 果 S 与 x 相交 ,并 且 交 点 不 是 一 个 点 , 则 交 线 是 二 次 曲线 或 
者 直线 . 


1.5 直角 坐标 变换 的 过 渡 和 矩阵 、 正 交 和 矩阵 


设 I[O;e1,ez,e3J 和 7T'[O' ;ei,e2,e3] 是 空间 中 的 两 个 直角 坐标 
系 , 了 到 了 的 过 渡 和 矩阵 为 
Cl11 C12 C13 
C21 C22 "| 


C31 C32 C33 
因为 了 是 直角 坐标 系 ，C 的 各 个 列 向 量 依次 是 e ,ezyes 在 了 中 的 
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C 一 


坐标 ,所 以 它们 之 间 的 内 积 为 
ei 。 e; 一 clc 十 cacoj 十 cai Vi, = 1,2,3. 


又 因为 了 也 是 直角 坐标 系 , 所 以 


se 人 1， 当 : 一 J， 
CuiCyi 十 C2iC2; 十 caiCcaj 一 Ci; * €; = 0 当 i 关 ] 
9 9 
1 7 7 7 
6C1 el 《| “€, ,°° ©; 1 0 0 
7 7 7 7 f 7 
CIC 一 |es.el er.e eeis| 一 |0 1 0|=E, 
7 7 7 7 
63°€! "ez es "es 1 


即 C" 就 是 C 的 逆 和 矩阵 . 代数 学 中 ,每 一 个 元 素 都 是 实数 的 阶 矩 
阵 , 如 果 其 道 矩 阵 就 是 它 的 转 置 矩阵 , 则 称 为 正 交 和 矩阵 . 于 是 我 们 
得 到 

命题 3. 2 ”两 个 直角 坐标 系 之 间 的 过 渡 和 矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 

一 个 正 交 和 矩阵 的 各 列 元 素 的 平方 和 等 于 1, 不同 两 列 对 应 元 
素 乘 积 之 和 为 0 (n==3 时 的 几何 意义 上 面 已 经 解释 ). 显然 , 正 交 
矩阵 的 转 置 矩 阵 也 是 正 交 和 矩阵 ,因此 它 的 各 行 元 素 的 平方 和 也 等 
于 1 ,不同 两 行 对 应 元 素 乘积 之 和 也 为 0. 这 个 事实 在 n=3 时 的 几 
何 意义 也 是 很 清楚 的 : 由 于 了 是 直角 坐标 系 , 上 面 的 过 渡 和 矩阵 C 
的 元 素 cj 一 e，ej; 又 因为 也 也 是 直角 坐标 系 ，C 的 第 ; 行 的 元 素 
《caycazyca) 就 是 e 在 也 中 的 坐标 ,于 是 
1， 当 守 一 沪 
0， 当天 让 

命题 3. 2 当然 也 适用 于 平面 的 情况 , 即 两 个 平面 直角 坐标 系 
之 间 的 过 渡 和 矩阵 是 二 阶 正 交 矩阵. 二 阶 正 交 和 矩阵 可 以 很 简明 的 描 


C1 《12 
c=-| 
是 一 个 二 阶 正 交 和 矩阵 , 则 有 关系 式 


2 2 _ 2 2 _ 2 2 _ .2 2 _ 
cl1 十 c21 一 Cl 十 cl 一 c?l 十 cz 一 clz 十 cz 一 ]1， 
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cacil 十 cizcjz 十 CisCj3 一 Ci。 €; 一 | 


Cl1C12 十 Ci2C22 一 Cl11C21 十 C21c22 = 0. 
于 是 
lcn| = |ecz|, loz| = jcz|. 
由 cu 十 ca 三 1, 可 决定 一 个 角 0, 使 得 cosg 一 clysinbg 一 cai. 此 
时 c, 王 士 sin0, 并 且 当 cy 一 sing 时 ，c2 王 一 cosb; 当 ct 一 一 sin0 
时 ,czz 二 cos0. 于 是 二 阶 正 交 和 矩阵 只 有 下 面 两 种 形式 : 
Ee | he "| 


sing cos0o sin0 一 coSslO 


下 面 我 们 在 了 是 一 个 右手 直角 坐标 系 , 并 且 了 与 了 的 原点 重 
合 的 情形 画 出 I' 的 位 置 . 


图 3 1CGa) 是 过 渡 低 阵 为 | | 的 情形 ,此 时 7 为 由 了 


绕 原 点 旋转 9 角 而 得 到 的 直角 坐标 系 , 它 也 是 右手 系 . 这 样 的 直角 
坐标 变换 称 为 转轴 变换 (简称 转轴 ). 


cosb —sin0 


(a) 


3.1 
cos0 sing 
图 3.1(b) 是 过 滤 和 隆 为 | 。 ““" | 的 情形 ,此 时 了 为 一 
个 左手 系 . 
两 个 平面 直角 坐标 变换 的 坐标 变换 公式 如 果 是 


[” 二 ZX 十 di， 

y=y 二 dd; 

( 即 过 渡 和 矩阵 为 二 阶 单位 矩阵 ) , 则 称 此 直角 坐标 变换 为 移 轴 变换 

(简称 移 轴 ). 此 时 ,两 个 坐标 系 的 坐标 向 量 是 一 样 的 , 仅 原 点 不 同 . 
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习 3.1 
1. 设 4,B,C,D 是 空间 不 共 面 的 4 点 ,两 个 坐标 系 为 
I[A;AB,AC,AD], I'[B;BC,BP,BA], 
求 从 I 到 卫 的 点 的 坐标 变换 公式 和 过 渡 和 矩阵 . 

2. 设 ABCD 是 平面 上 的 一 梯形 ,下 底 4B 长 是 上 底 DC 长 的 
两 倍 , 记 O 为 4B 的 中 点 ,构造 坐标 系 I[O;OC,05],I[A;48B， 
AC], 求 从 I 到 了 的 点 和 向 量 的 坐标 变换 公式 . 

3. 设 OABC 是 一 个 四 面体 ,，D,E,F 分 别 是 线段 AB, BC， 
C4 的 中 点 .规定 两 个 坐标 系 

I[O;O0A,0B,0€], I'[O;0P,0E,0F], 
(1) 求人 I 到 了 的 点 和 向 量 的 坐标 变换 公式 ， 
(2) 求 4,B,C 在 也 中 的 坐标 和 直线 A4B,BC,CAh 在 了 ' 中 的 方 
程 ; 
(3) 求 直线 DE,FD,EF 在 了 中 的 方程 . 
4. 7 和 志 是 空间 中 的 两 个 仿 射 坐标 系 , 已 知 也 的 原点 O' 在 7 
中 的 坐标 为 (1,5,2), 坐 标 轴 z' 轴 平行 于 向 量 w.(0,1,1),y 轴 平 行 
于 同 量 wu,(1,0,1),z' 轴 平行 于 向 量 ws(1,1,0), 又 知道 I 的 原点 O 
在 也 中 的 坐标 为 (一 1, 一 1,2), 求 了 到 也 的 过 渡 和 矩阵 . 
5. T 和 7' 是 空间 中 的 两 个 仿 射 坐标 系 ,已 知 7' 的 3 张 坐标 平 
面 在 7 中 的 方程 为 ， 
y'z' 平面 :Xz 十 y 十 z 一 1 = 0， 
z'z' 平面 : 2z 一 y 十 3 十 3==0， 
ZX'y 平面: z 十 2y 一 2 一 0， 

又 知道 I 了 的 原点 O 在 了 中 的 坐标 为 (1,3,4). 

(1) 求 T 到 了 的 点 的 坐标 变换 公式 ，; 

(2) 求 了 中 方程 为 3z 十 2y 十 z 十 5 一 0 的 平面 在 也 中 的 方程 ; 

(3) 求 了 中 有 标准 方程 2 一 - 交 一 瑟 的 直线 在 忆 中 的 方 
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程 . 

6. 设 了 是 平面 右手 直角 坐标 系 , 构 造 右手 直角 坐标 系 卫 ,使 
得 它 的 z' 轴 在 了 中 的 方程 为 4z 一 3y 十 12=0,y 轴 上 有 一 点 4 在 
了 中 的 坐标 为 (1, 一 3) ,并且 4 在 了 中 的 y 坐 标 是 正 数 ， 

(1) 求 T 到 了 的 点 的 坐标 变换 公式 ， 

(2) 已 知 直线 在 7 中 方程 为 3z 一 2y 十 5==0, 求 它 在 I 中 的 方 
程 . 

7. 已 知 7 和 忆 都 是 平面 右手 直角 坐标 系 , 也 的 zx' 轴 在 了 中 的 
方程 为 3z 一 4y 十 5 一 0,7 的 原点 在 也 中 的 坐标 为 (2,1). 

(1) 求 了 到 也 的 点 的 坐标 变换 公式 ; 

(2) 求 在 了 中 的 方程 为 二 十 七 一 1 的 椭圆 在 了 中 的 方程 

8. 在 平面 上 两 个 右手 直角 坐标 系 了 /和 了 中 ,点 4 的 坐标 分 别 
为 (6, 一 5) 和 (1, 一 3), 的 坐标 分 别 为 (1, 一 4) 和 (0,2), 求 了 7 到 也 
的 点 的 坐标 变换 公式 . 

9. 在 一 个 平面 右手 直角 坐标 系 了 中 ,一 个 椭圆 的 长 轴 和 短 轴 
的 方程 分 别 为 x 十 y= 二 0 和 z 一 y 十 1==0, 并 且 长 半 轴 为 2, 短 半 轴 
为 1, 求 它 的 方程 . 

10. 在 一 个 平面 右手 直角 坐标 系 了 中 ,一 个 椭圆 的 两 条 对 称 
轴 的 方程 分 别 为 z 一 y 十 1=0 和 z 十 y 十 1=0, 并 且 它 经 过 点 
(一 2, 一 1) 和 (0, 一 2), 求 它 的 方程 . 

11. 在 一 个 平面 右手 直角 坐标 系 了 中 ,一 条 双 曲 线 的 两 条 对 
称 轴 的 方程 分 别 为 z 十 2y 一 4==0 和 2z 一 y 十 2=0, 并 且 它 经 过 原 
点 和 点 | 一 全,1 | , 求 它 的 方程 

12. 在 一 个 平面 右手 直角 坐标 系 了 中 ,一 条 抛物 线 的 顶点 坐 
标 为 (4,2) ,焦点 坐标 为 (2,0), 求 它 的 方程 . 

13. 将 一 个 空间 右手 直角 坐标 系 了 原点 不 动 ,坐标 标 架 绕 向 
量 w(1,1,1) 旋 转 60°, 得 到 坐标 系 7', 求 I 到 了 的 点 的 坐标 变换 公 
式 . 
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14. 设 4 ,4:,4: 是 椭 球 面 
上 的 三 点 ,使 得 向 量 04 ,04 ,04(O 是 原点 ) 两 两 互相 垂直 ,证 
明 : 


1 1 1 _ 1 1 1 
oar 1 


15. 设 f(z,y,z)=anz’ 二 Tazzy 二 a3sz’ 十 2a12XTy 十 2a13xz 十 


2azayz, 证 明 . 如 果 
Cl 《12 C13 
C= E C22 "| 
C3l C32 C33 
是 正 交 矩阵, 则 
J clayclzycls) 十 jcaiyczzycas) 十 jcalycszycas) 一 011 十 CQzz 十 0as。 
16. 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 ,二 次 锥 面 


auz’ 十 az2y? 二 assz’ 十 2aizzy 十 2aisZz 十 2azsyz 一 0 
上 有 3 条 互相 素 直 的 直 母 线 的 充分 必要 条 件 为 C11 十 azz 十 cas 一 0. 


$2 二 次 曲线 的 类 型 


从 本 节 开 始 , 将 讨论 二 次 曲线 的 一 般 理论 . 二 次 曲线 的 图 形 有 
哪些 不 同 的 情形 ?大 家 都 熟悉 的 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 都 是 二 次 曲 
线 , 除 了 它们 还 有 哪些 类 型 ? 本 节 先 回答 这 个 问题 . 我们 所 用 的 工 
具 是 转轴 和 移 轴 . 先 讨论 在 一 个 右手 直角 坐标 系 中 ,一 个 二 次 方程 

az2 十 azy2 十 2azy 十 20z 十 20y 十 c 一 0 (3.5) 
的 图 形 T. 做 法 是 通过 转轴 和 移 轴 ,寻找 一 个 新 的 右手 直角 坐标 系 
( 即 研 的 标准 坐标 系 ) ,使 得 械 在 其 中 的 方程 很 简单 ,从 而 可 看 出 
其 几何 形状 . 
如 果 (3. 5) 中 交叉 项 的 系数 as=0, 则 容易 用 移 轴 的 办 法 构造 
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新 坐标 系 ,使 得 方程 简单 (中 学 的 平面 解析 几何 课 中 已 经 讨论 过 ). 
因此 处 理 C12 是 关键 问题 . 


2.1 用 转轴 变换 消去 交叉 项 


如 果 az 天 0, 我 们 利用 转轴 来 寻找 一 个 新 的 右手 直角 坐标 系 ， 
使 得 在 其 中 的 方程 不 出 现 交 叉 项 . 
在 作 转 轴 
Z 一 cosbOz' 一 sinbgy ， 
?一 Sin0z' 十 cosOy 
时 ,新 方程 的 二 次 项 部 分 是 由 原 方程 的 二 次 项 部 分 变 来 的 ; 
auT’ 十 azzy 十 2aizzy 
= Cll(cosbz' 一 Sinbgy ) 十 azz(sin0z' 十 cosgy )’ 
十 2aiz(cosbz' 一 Singy' )(sinbz' 十 cosOy ) 
一 〈allcos20 十 alySin20 十 azzSin20 7) 
十 《allsin20 一 aissin20 十 azzcos20) y'’ 
十 Le 一 aii)sin20 十 2alicos20 ]z'y 
于 是 ,要 使 得 新 坐标 系 中 的 方程 不 出 现 交 叉 项 ,只 须 取 0 满足 
(a2 一 Cll )sin20 十 2allcos20 = 0， 


即 cot20 一 


Cl ~ G22 
2als ” 


2.2 用 移 轴 变换 进一步 简化 方程 


现在 假设 二 次 曲线 古 在 某 个 右手 直角 坐标 系 中 的 方程 为 
azZ2 十 ay 十 20z 十 20y 十 c 一 0， (3. 6) 
其 中 C119C22 不 都 为 0( 否 则 不 是 二 次 方程 了 ). 
(1) 如 果 au,azs 都 不 为 0, 则 对 左边 的 二 次 多 项 式 配 方 ,方程 
可 化 为 
二 人 如 十 c 王 0， 


211 C22 


b 
y 十 一 


C22 


2 
十 a22 


bi 
aul 工 十 一 - 
Ull 
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于 是 只 用 作 移 轴 


一生 
dll 
yy 一 (Ey bs 
G22 
在 新 坐标 系 中 方程 化 为 
2 b’ 
12 /2 一 二 一 一 十 c 王 0， 
anT ”十 azzy a ao 
它 可 进一步 化 简 为 下 面 5 种 形式 之 一 : 
12 12 
Ba ly (3.7) 
12 12 
二 十 汪 = 二 一 1， (3. 8) 
a b 
he, Ls 
了 十 页 二 0， (3. 9) 
12 12 
一 = 土 1， (3. 10) 
a b 
12 .12 


它们 的 图 形 依次 为 : 椭圆 , 空 集 ,一 点 , 双 曲 线 和 两 条 相交 直线 . 
(2) 如 果 aayazs 中 有 一 个 为 0, 不 妨 设 az 为 0, a 不 为 0. 则 
方程 可 化 为 


bi)? bi 
aiiil 工 十 一 十 20y 一 一 十 c 王 0， 
11 all 
如 果 bs 不 为 0, 作 移 轴 
A 
all 


方程 化 为 
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Qi by 0 


再 进一步 化 简 为 

r= 2py. (3. 12) 
它 的 图 像 是 抛物 线 . 

如 果 5 为 0, 作 移 轴 
f 一 2 一 

7 一》， 

方程 化 为 
bi 
az 一 一 十 c 一 0， 

再 进一步 化 简 为 


zi2 一 dd (3. 13) 

当 d>>0 时 ,图 形 是 两 条 平行 直线 ; 当 4d<0 时 ,图 形 是 空 集 ; d==0 
时 ,图 形 是 一 条 直线 . 

我 们 把 (3.7) 至 (3.13) 这 些 形式 的 方程 称 为 二 次 曲线 本 的 标 
准 方程 ,把 使 得 二 次 曲线 械 在 其 中 的 方程 表 为 标准 方程 的 右手 直 
角 坐 标 系 称 为 荆 的 标准 坐标 系 . 

请 读者 注意 : 虽然 上 面 的 讨论 只 论证 了 在 右手 直角 坐标 系 中 
的 二 次 曲线 具有 标准 坐标 系 和 标准 方程 ,事实 上 任何 二 次 曲线 ( 包 
括 在 一 般 仿 射 坐标 系 中 给 出 的 方程 的 二 次 曲线 ) 都 具有 标准 坐标 
系 和 标准 方程 ,因为 任何 二 次 曲线 在 一 个 右手 直角 坐标 系 中 的 方 
程 也 总 是 二 次 方程 . 这 样 , 任 何 二 次 曲线 的 图 形 ( 除 了 空 集 外 ) 有 以 
下 7 种 : 椭圆 、 双 曲线 .抛物 线 \ 一 对 相交 直线 ,一 对 平行 直线 ,一 
条 直线 和 一 个 点 . 

如 果 二 次 曲线 械 的 方程 是 在 一 个 右手 直角 坐标 系 中 给 出 的 ， 
我 们 可 以 把 所 作 的 转轴 和 移 轴 求 出 来 ,从 而 把 盖 的 图 形 画 出 来 
(但 大 家 不 必 熟 练 掌握 这 个 过 程 ,因为 以 后 还 有 更 加 简单 的 方法 ). 
但 是 如 果 工 的 方程 是 在 一 个 一 般 的 仿 射 坐标 系 中 给 出 的 , 则 就 不 
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能 用 方程 中 的 系数 来 画 出 本 的 图 形 了 . 


附 ” 二 次 曲面 的 分 类 

二 次 曲面 的 分 类 和 二 次 曲线 的 分 类 有 可 相 类 比 的 结果 ,但 是 
由 于 多 了 一 个 变量 ,讨论 起 来 要 复杂 得 多 . 下 面 只 列 出 结果 (读者 
可 在 学 了 线性 代数 学 中 的 二 次 型 理论 后 找到 解释 ). 

对 任何 一 个 非 空 二 次 曲面 S 都 存在 空间 直角 坐标 系 ,使 得 S 
在 此 直角 坐标 系 中 的 方程 是 下 列 14 种 形式 之 一 : 


(1) 殷 十 点 十 到 二 1, 图 像 为 椭 球 面 ， 

a 点 ; 
Ee 

(4) 夺 十 站 一 二 一 一 1, 图 像 为 双 叶 双 曲 面 ， 

a 

(6) 所 一 委 一 2z, 图 像 为 双 曲 抛物 面 ， 

ee 

(8) 所 十 竹 一 1, 图 像 为 椭圆 柱 面 ， 

(9) 气 十 点 一 0, 图 像 为 一 条 直线 ; 

(10) 瑟 一 点 一 1, 图 像 为 双 曲 柱 面 ; 


QD) 到 一 点 一 0, 图 像 为 两 张 相交 平面 ， 
(12) z= 二 2py, 图 像 为 抛物 柱 面 ， 
(13) z= 二 a’ ,图像 为 两 张 平行 平面 ; 
(14) z: 一 0, 图 像 为 一 张 平 面 . 
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(3) 三 十 六 2 


2 


习 题 3.2 


1. 在 一 个 平面 直角 坐标 系 中 ,曲线 有 方程 
yy 一 4zZ 一 8z 十 5， 
试 作 一 个 直角 坐标 系 ,使 得 该 曲线 的 方程 中 只 包含 一 个 平方 项 和 
一 个 一 次 项 . 
2. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,曲面 方程 为 
(1) (2z+ yz2):— (zr—y—z):=y—z; 
(2) 97x’—25y 十 16z: 一 24zzx 十 80x 一 60z 二 0， 
请 判断 是 什么 曲面 ? 
3. 试 说 明 用 不 经 过 锥 顶 的 平面 来 截 圆锥 面 , 截 线 为 椭圆 、 抛 
物 线 或 双 曲 线 . 
4. 如 果 一 张 平面 经 过 单 叶 双 曲面 5S 的 一 条 直 和 母线 , 则 它 和 5 
的 交 线 是 两 条 直线 . 
5. 请 列 出 单 叶 双 曲面 的 平面 截 线 的 可 能 类 型 . 
6. 请 列 出 马鞍 面 的 平面 截 线 的 可 能 类 型 ， 
7. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,如 果 
az 十 az 办 十 2azy 十 22z 十 20y 十 c 一 0 
在 zy 平面 上 的 图 像 是 椭圆 (抛物 线 、 双 曲线 ), 请 说 明 
z=auTz 十 az 六 十 2altzy 十 20z 十 2by 十 < 
的 图 像 是 什么 曲面 ? 
8. 如 果 二 次 方程 
az 十 azzy 十 2aiszy 十 207z 十 2by 十 <c 一 0 
在 一 个 平面 仿 射 坐标 系 中 的 图 像 是 y 轴 , 则 ca 天 0, 其 他 系数 都 为 
0. 
9， 用 上 题 的 结果 说 明 , 如 果 二 次 方程 
(zyy) 一 0 
在 一 个 平面 仿 射 坐标 系 中 的 图 像 是 一 条 直线 , 则 
已 (zyy) 一 土 (az 十 by 十 c). 
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10. 证 明 ， 
(1) 如 果 二 次 方程 
az?2 十 Q22y 十 2alizzy 十 20z 十 20y 十 c 一 0 
在 一 个 平面 仿 射 坐 标 系 中 的 图 像 是 z 轴 和 y 轴 的 并 集 , 则 ai 和夫 0， 
其 他 系数 都 为 0. 
(2) 如 果 二 次 方程 
F(z,y)=0 
在 一 个 平面 仿 射 坐标 系 中 的 图 像 是 两 条 相交 直线 , 则 
F(zr,y) = (ar + by + cy) az 十 Doy 十 cz)， 
并 且 行 列 式 


C1 bi £0 


az bb 

11. 试 写 出 一 条 二 次 曲线 的 方程 ,使 得 它 经 过 两 条 二 次 曲线 

XT: 一 2y: 十 XxXy 十 67 一 1 二 0 和 27z: 一 y 一 XT 一 y= 二 0 
的 所 有 交点 ,还 经 过 点 (2, 一 2). 


8$ 3 ”用 方程 的 系数 判别 二 次 曲线 的 类 型 .不 变量 


上 一 节 虽 然 列 出 了 二 次 曲线 所 有 可 能 的 类 型 ,但 是 并 没有 完 
全 解决 二 次 曲线 类 型 的 判别 问题 ,因为 转轴 和 移 轴 的 方法 只 能 用 
在 右手 直角 坐标 系 中 给 出 方程 的 二 次 曲线 . 对 于 在 一 般 仿 射 坐标 
系 给 出 方程 (xz,y)==0 的 二 次 曲线 ,必须 首先 确定 它 在 某 个 右手 
直角 坐标 系 中 的 方程 到 (zy ) 王 0, 然 后 才能 用 转轴 变换 来 消去 
交叉 项 ,找到 它 的 标准 坐标 系 , 得 到 标准 方程 并 决定 其 类 型 . 困难 
在 于 名 (z',y )==0 的 确定 , 它 是 F(z,y)= 二 0 经 过 从 原来 的 仿 射 
坐标 系 到 后 来 的 右手 直角 坐标 系 的 仿 射 坐 标 变换 而 得 到 的 . 如 果 
只 知道 方程 F(x,y)==0, 而 不 了 解 原 来 的 仿 射 坐标 系 的 情况 (其 
度量 参数 等 ) ,就 得 不 出 这 个 仿 射 坐标 变换 的 公式 ,也 就 不 能 得 到 
FF (z' ,y) 一 0. 转轴 和 移 轴 的 方法 的 另 一 个 缺点 是 计算 量 比较 大 . 
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本 节 要 介绍 一 种 直接 用 方程 (不 论 它 是 在 什么 坐标 系 给 出 的 ) 
的 系数 来 判别 二 次 曲线 类 型 的 方法 . 这 种 方法 的 计算 量 远 比 转 轴 
和 移 轴 的 方法 少 ,更 重要 的 优点 是 它 对 在 仿 射 坐标 系 给 出 的 方程 
的 二 次 曲线 同样 适用 . 这 种 方法 用 到 方程 系数 的 几 个 函数 了 ,了 ， 
I 等 ,它们 称 为 不 变量 ,因此 把 这 种 方法 称 为 不 变量 法 . 

二 次 曲线 的 方程 与 坐标 系 和 曲线 本 身 都 有 关系 . 一 方面 它 随 
着 坐标 系 的 改变 而 改变 , 另 一 方面 它 又 反映 出 和 坐标 系 无 关 的 国 
线 本 身 的 几何 特性 .具体 体现 为 : 一 方面 方程 的 各 个 系数 都 随 坐 
标 系 的 选择 在 变化 , 另 一 方面 这 些 系 数 的 某 些 函 数 ( 如 了 ,了 ,了 
等 ) 又 具有 某 种 不 变性 (其 数值 或 正 负 性 与 坐标 系 无 关 ). 这 些 不 变 
性 正 是 二 次 曲线 类 型 的 体现 ,从 而 可 以 利用 它们 来 判别 二 次 曲线 
的 类 型 . 

二 次 曲线 的 类 型 是 从 它 在 标准 坐标 系 中 的 标准 方程 看 出 的 ， 
因此 要 研究 : 怎样 从 原 方程 的 系数 来 推测 标准 方程 的 系数 ? 从 原 
来 的 方程 化 为 标准 方程 的 过 程 中 ,要 作 下 面 的 两 类 变化 : 坐标 变 
换 和 方程 的 整理 . 

设 二 次 曲线 的 原 方程 为 F(z,y)= 二 0, 作 坐标 变换 

T= huz’ hsy + kh, 

y = haz’ + hzy ++ k;, 
得 到 二 次 曲线 在 新 坐标 系 中 的 方程 

F'(z',y) = 0, 
其 中 到 (zy ) 王 已 (Caiz 十 hizy' 十 有 jazz 十 hzzy 十 k2). 式 (3.14) 
的 系数 矩阵 ( 即 坐 标 变换 的 过 滤 和 矩阵 ) 
区 | 
hs hh 

是 可 逆 矩 阵 , 于 是 可 从 (3. 14) 求 出 把 zx',y /表示 为 x,y 的 线性 函 
数 的 反 向 的 变换 公式 . 因此 (3. 14) 是 可 道 线 性 变量 替换 . 

方程 的 整理 就 是 用 一 个 不 为 0 的 常数 4 乘 上 方程 左边 的 二 元 
二 次 多 项 式 , 得 到 ARF(Cz,y) = 0. 


(3. 14) 
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不 论 哪 一 种 变化 ,方程 的 6 个 系数 都 会 改变 . 但 是 在 整体 上 ， 
原 方 程 的 系数 和 新 方程 的 系数 之 间 有 着 内 在 的 联系 “不 变量 7， 
72,7s 等 正 是 反映 了 这 种 内 在 的 联系 . 我 们 将 充分 利用 线性 代数 的 
工具 来 规定 这 些 不 变量 ,并 讨论 它们 的 性 质 . 


3.1 二 元 二 次 多 项 式 的 矩阵 


外 


* 设 
有 (zy) 一 az 十 az 十 2apzy 十 207 十 207y 十 c， 
用 它 的 系数 构造 两 个 对 称 和 矩阵 
ee au al .DO 
4 = 及 | 4 一 |as az pz|， 
b! b, c 
于 是 


ai dl DZ Tz 
F(zr,y) = (xT,y,1) 422 | | = (zx,y,1)4 ,| 
b! bb cJLl 1 
因此 4 和 F(z,y) 是 互相 决定 的 . 
设 Bl(z,y) 是 F(z,y) 的 二 次 部 分 , 则 


by 
P(r,y) = auz’ Q222 十 2alzZy 一 ca)4| | 
y 


因此 Ao 和 GB(z,y) 是 互相 决定 的 . 分 别 把 A 和 Ao 称 为 F(x，,y) 和 
B(xz,y) 的 矩阵 . 
可 道 线性 变量 替换 (3. 14) 也 可 用 和 矩阵 乘积 表示 . 记 


h h k 
Ws 六 11 12 1 
Co 二 ， C= hz h22 &2 9 


0 0 1 


则 (3. 14) 即 
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T dl 
y|=Cly |. 
1 1 


利用 这 些 记 号 ,可 以 用 矩阵 乘积 的 形式 写 出 FF (z ,y )， 


x! 
KF (xX! ,yy ) -一 (zx! sy ,1)CI4C 四 9 
1 
F' (zx',y ) 的 二 次 部 分 为 
Bz',y) = (x',y CTAoC, | 
y 
这 里 C74C 和 C3hoCo 都 是 对 称 和 矩阵 ,因此 分 别 是 F(zx',y ) 和 它 
的 二 次 部 分 B (zx',y ) 的 矩阵 . 
AF(X,y) 和 它 的 二 次 部 分 *(z,y) 的 矩阵 分 别 为 44 和 14 


3.2 二 元 二 次 多 项 式 的 不 变量 1 ,7 ,7: 
设 二 元 二 次 多 项 式 F(x,y) 的 矩阵 为 


a al bi 
A= las az bsl, 
bi b» Cc 


规定 F(z,y) 的 不 变量 I,T2,Ts 如 下 : 


1 = an 十 azz， 
1, = 14。| = aundaz 一 ais, 
了 14|. 


T1,T2,1s 依次 被 称 为 二 元 二 次 多 项 式 F(z,y) 的 第 一 .第 二 、 第 三 
不 变量 . 
下 面 讨 论 对 二 元 二 次 多 项 式 作 前 述 的 两 种 变化 时 这 些 不 变量 
的 变化 规律 . 
命题 3.3 设 F(zr,y) 经 过 可 道 线性 变量 替换 (3. 14) 变 为 
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F(z ,yy ) ,以 卫 ,T2,Ts 记 F'(z',y') 的 不 变量 , 则 

(1) I 和 J 同 导 ,7 和 大同 号 ; 

(2) 如 果 Co 是 正 交 矩阵 , 则 到 一 三 ，; 一 1,2，3. 

证 明 (1) 我 们 有 

Ts=|GhoCo|= 10 | 1Ao| 1Co|= 1Co 0°14o|= 1Co17;. 

因为 Co 可逆, 所 以 1Co| 关 0,1Co1? 大 于 0, 于 是 I 与 I; 同 叶 , 同 法 
可 证 与 1; 同 号 . 

(2) 当 Co 是 正 交 和 矩阵 时 , |C|=|C6|== 土 1, 从 (1) 的 证 明 中 立 
即 可 得 到 万 一刀 ,三 一 7 

下 面 再 看 了， 

如 果 


| 一 | 
Co 中 二 9 


sing coso 


则 F'(z' ,yy ) 的 二 次 部 分 的 矩阵 为 
i | cos0 Wi a | 
[ging cosbg ais Qaz2d Lsing cos0 
di (azz— a11)sin oy 


(az 一 Qil)sin 2 十 qlzc0s20 alilsin20 一 aizsin20 十 azzcos20 


于 是 1 = an 十 az = 1. 
0 sing 
如 果 Cs 一 | “。“ "|, 计算 过 程 关 似 ， 1 
一 SinO cosb 


命题 3. 3 的 (2) 说 明 在 直角 坐标 变换 中 , 了 ,71;,1; 的 确 是 保持 
不 变 的 ,这 就 是 称 它 们 为 不 变量 的 原因 .但 是 在 仿 射 坐标 变换 下 ， 
它们 并 不 是 不 变 的 ，(1) 说 明 I,,7 只 保持 正 负 性 不 变 , 而 1 的 正 
负 性 则 不 一 定 保持 不 变 . 例如 设 下 (zx,y)==2zT’ 一 yy, 此 时 =2 一 1 
二 1, 做 变换 
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则 尺 (z,y) 变 为 到 (zy ) 一 2z2 一 4y2， 六 一 2 一 4 一 一 2. 
命题 3. 4 如果 二 元 二 次 多 项 式 (zx,y) 的 1: 宇 0, 则 工 关 0， 
且 作 可 闭 线 性 变量 替换 (3. 14) 后 所 得 F'(z',y ) 的 卫 与 1 同 号 . 
先 证 一 个 引 理 . 
“ 引 理 如果 F(z,y) 的 I 宕 0, 则 对 任何 两 个 数 ;,zt, 有 
| Ti®(s,t) 之 0， 
这 里 B(xz,y) 是 F(zx,y) 的 二 次 部 分 . 
证 设 @(z,y) 的 矩阵 为 4。= 的 


CQ12 (422 


CQ12 


|], 出 
auazz 一 alz = 1; 之 0, 
TBD(s,t)= (a 十 azz)(alls + 2a12st 十 azzt’) 
= aYis? 十 2a1Q12st 十 anazzt’ 
十 aiiaszs2 十 2a12a22st 十 a2282 
之 (ais2 十 2anast 十 aist’) 
十 (abss? 十 2aizazzst 十 azzt2) 
一 (as 十 QI2t)? 十 《awzss 十 4azzt): 宇 0. 1 
“命题 3. 4 的 证 明 因为 I; 之 0, 所 以 auazz 之 als 之 0, 即 A113Q12 
不 会 异 号 ,并 且 不 会 都 为 零 ( 否 则 1,= 一 als,alz 也 为 零 ，F (zx,y) 就 
不 是 二 次 多 项 式 了 ) ,于 是 五 一 aa 十 az 天 0. 同 理 T1 关 0( 因 为 由 命 
题 3. 3 知 , 1, 之 0). 
又 从 h, 二 CohoC。 和 矩阵 乘法 的 意义 ,得 到 4。 对 角 线 上 的 两 
个 元 素 分 别 为 


/ C11 
Ql 一 《cn ,cao -= 中 (cilyczl)， 


C21 
/ C12 
az = (C12 ;C22) Ao = PB(c1s ,C22), 


C22 
于 是 由 引 理 
LL = TB(c,ca) + TB(c12,c22) 二 0. 
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又 因为 11,T 都 不 为 零 , 所 以 I>>0, 即 71,T; 同 号 1 

命题 3.4 说 明 , 二 元 二 次 多 项 式 的 不 变量 I 在 1 之 0 的 情况 
下 ,其 正 负 性 在 作 可 逆 线 性 变量 替换 时 也 不 会 变 . 这 恰好 是 在 判别 
二 次 曲线 类 型 时 要 用 到 的 . 

以 上 讨论 了 二 元 二 次 多 项 式 的 不 变量 1 ,7;,7; 在 作 可 首 线 性 
变量 替换 时 的 变换 规律 . 下 面 再 看 乘 非 零 常数 4 时 它们 的 变化 . 从 
I; 的 意义 , I =X1;, i 二 1,2,3. 于是， 

当 4 汪 0 时 , 了 ,7,1 的 符号 都 不 变 ; 

当 4<0 时 , J 的 符号 不 变 ; TT 变 号 ,但 I11 符号 不 变 . 


3.3 用 不 变量 判别 二 次 曲线 的 类 型 


1. 标准 方程 的 不 变量 的 正 负 性 
由 卫 ,T2,1s 的 意义 ,立即 可 得 出 二 次 曲线 的 标准 方程 (3. 7) ~ 
(3. 13) 左 边 的 二 元 二 次 多 项 式 的 各 不 变量 的 正 负 性 ,如 下 表 所 示 . 


或 一 条 直线 9 


这 个 表格 说 明 ,标准 方程 左边 多 项 式 的 不 变量 五 ,72,7as 的 正 负 对 
其 类 型 起 决定 性 作用 . 而 由 上 面 的 结论 (命题 3. 3, 命 题 3. 4 等 )， 
由 原 方程 左边 多 项 式 的 不 变量 11,T;,7; 的 正 负 可 推测 出 了 ,7T;,1， 
的 正 负 . 由 此 我 们 可 得 到 由 ,7T;,1; 判别 二 次 曲线 类 型 的 方法 . 

2. 用 不 变量 判别 二 次 曲线 的 类 型 

设 二 次 曲线 本 在 一 个 坐标 系 中 的 方程 为 F(x,y)==0, 记 
F(z,y) 的 二 个 不 变量 为 11,1,,T;. 

判别 卫 类 型 时 最 重要 的 是 1. 当 I;>>0 时 , 称 械 为 椭 圈 型 曲 
线 ; 当 T=0 时 , 称 2 为 双 曲 型 曲线 ; 当 1:=0 时 , 称 全 为 抛物 型 曲 
线 . 各 型 曲线 又 都 可 细 分 为 几 类 ， 

对 于 椭圆 型 曲线 , 它 的 标准 方程 的 左边 多 项 式 的 第 二 个 不 变 
量 1; 也 大 于 0. 如果 I17; 二 0, 则 标准 方程 的 左边 多 项 式 的 不 变量 
7 ,7; 的 乘积 也 小 于 0, 从 而 曲线 是 椭圆; 如 果 I17; 之 0, 则 推出 77 
>0, 图 像 是 空 集 ; 如 果 1 二 0, 则 I=0, 图 像 为 一 点 ， 

对 于 双 曲 型 曲线 , 7; 也 小 于 0. 如 果 I 关 0, 则 73 关 0, 为 双 曲 
线 ; 如 果 J 二 0, 则 7，==0, 为 两 条 相交 直线 . 

对 于 抛物 型 曲线 , 7 也 等 于 0. 如 果 I; 关 0, 则 了; 关 0, 为 抛物 
线 ; 如 果 T= 二 0, 则 7 了,==0, 为 退化 的 抛物 线 (图 像 有 三 种 可 能 ,只 用 
第 一 、 第 二 、 第 三 不 变量 不 能 区 别 它 们 ). 


“3.4 半 不 变量 K 


上 面 的 表 中 最 后 一 种 情形 (1,==1;=0 时 ), 仅 靠 厂 ,7 不 能 
确定 图 形 的 形态 . 

设 二 元 二 次 多 项 式 

F(T,Y) = anT’ 十 az 入 十 2aizzy 十 20Z 十 2027 十 c， 
我 们 规定 

天 = (allc 一 b’) 十 (azzc 一 b;)， 

称 为 F(z,y) 的 半 不 变量 . 

Ki 是 在 T=1; 二 0 时 体现 其 作用 的 量 . 对 天: 的 讨论 用 到 更 
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岁 的 代数 知识 和 技巧 .有 结论 : 
设 F(z,y) 的 1 二 J; 三 0, 对 F(z,y) 作 可 道 线性 变 


命题 3. 5 
量 替 换 (3. 14) 得 到 F' (zx',y'), 则 
(1) 字 = 个 (Ki 为 F'(z',y ) 的 半 不 变量 ); 
(2) 如 果 (3. 14) 的 系数 矩阵 Co 是 正 交 和 矩 阵 , 则 K'=Ki. 


*5| 理 当 1,=1;==0 时, KI=0 < 一 r+(4)=1. 
证 明 因为 7; 二 0, 即 aa2z 一 ai, 所 以 Qll ,azz 不 异 号 ,并 且 不 


都 是 零 . 下 面 设 ai 天 0, 此 时 可 设 a1s==tan, 从 而 有 az 一 tail, 于 是 
bi 


oi Ql1 ta 
0 0 
b! 02 


tall 
b, ee tb) 


Qll 
Fai b» 一 
C 


C 


tall 
b! bb 


=— an(b; 一 tb,)’. 


又 因为 1 二 0,aun 关 0, 所 以 bs=ib! ,从 而 F(z,y) 的 矩阵 4 的 第 一 、 
第 二 两 个 行 向 量 平行 (以 上 结论 在 aa 一 0,azz 天 0 也 成 立 ). 
于 是 , 当 1 一 13 一 0 时 ， A 的 9 个 二 阶 子 式 中 不 含 < 的 5 个 都 


= 


为 0, 剩 下 4 个 二 阶 子 式 是 : 
al bi 222 ps aw bi &l2 b2 
b, C b» Cc l bi C 


pc 
在 au 天 0,ai 一 ta 的 假设 下 ,以 上 4 个 二 阶 子 式 的 第 二 个 是 第 一 


个 的 刀 倍 ,后 两 个 相等 ,是 第 一 个 的 上 倍 , 并 且 
开 , = (1 十 芭 | 


1 C 
于 是 得 到 结论 : 当 I,=1=0 时, 天 ,=0 rr(4)=1. 1 
(1) 作 二 元 二 次 多 项 式 


“命题 3.5 的 证 明 


开 ， 
TB 
它 的 不 变量 1=n ,7 二 1, 一 0,7s 二 1 二 0, 并 且 半 不 变量 
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211 bi 
KA 


1 (人 一 
1 


天 ;一 (1 十 £2) 一 天) (1 十 £2)an 7 


天 
= Kl— (an 十 azz) 7 一 0， 


从 而 它 的 矩阵 4 的 秩 为 1. 
设 对 Glz,y) 作 可 道 线性 变量 替换 (3. 14) 后 得 到 C' (z' ,y )， 
则 G'(z' ,y) 的 矩阵 CTAC 的 秩 也 为 1, 从 而 半 不 变量 Ki =0. 
另 一 方面 ,由 Gry)=F (zy)— 推出 


CCz yy ) = F'(r,y) Kl 


T° 
于 是 类 似 于 上 面 的 计算 ,有 
TT! 1 1 K / ) 天 
Ki=K— ant aoa) TT =K- hi 
/ ) 天 
从 而 开 : 一 石 了 一 0， 
1 
Ki 天 
即 站: 


(2) 的 结论 从 (1) 和 命题 3. 3 的 (2) 推 出 。 i 

因为 I,=0 时 攻关 0, 且 在 作 可 北 线 性 变量 替换 时 它 的 正 负 性 
不 变 , 所 以 当 I, 二 1 二 0 时 ,可 逆 线 性 变量 替换 不 会 改变 半 不 变量 
的 正 负 性 . 如 果 下 (z,y) 乘 非 零 常 数 4, 则 半 不 变量 要 乘 尺 ,从 而 正 
负 性 也 不 改变 . 

下 面 我 们 用 Ki 判断 退化 抛物 型 二 次 曲线 F(z,y)==0 的 图 
形 . 标准 方程 zx? 一 d==0 的 半 不 变量 为 一 d. 于 是 我 们 得 到 用 
F(z,y) 的 半 不 变量 Ki 判别 F(x,y)==0 形状 的 结论 如 下 : 

当天 ;<0 时 ,为 一 对 平行 直线 ; 

当天 :一 0 时 ,为 一 条 直线 ; 

当天 :>0 时 ,为 空 集 . 
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总 结 本 节 结 果 , 列 出 用 不 变量 和 半 不 变量 判别 二 次 曲线 类 型 
的 表格 如 下 . 


7 7<0 椭圆 
7:>>0 椭圆 型 Ti13>0 

1,=0 

73: 尖 0 人 


1: 关 0 抛物 线 
I 二 0 抛物 型 ,=0; [5-。 一 条 直线 
一 0 空 集 


例 3.4 按照 上 的 值 讨论 二 次 曲线 
ti 一 2zy 十 太一 2z 十 2y 十 5 一 0 


的 类 型 . 


A= 


解 ” 先 写 出 方程 左边 函数 式 的 矩阵 ， 
求 出 不 变量 : 
1 2t， 


2 
二 入 t 1 |. 
| 1 9 
7 一刀 一 1， 


1 = 5t— 2t— 3= (5t+ 3)( — 1). 
(1) 当 |z| 之 1 时 , 7:>0, 曲 线 为 椭圆 型 . 
如 果 z>1, 则 ,Ts 都 是 正 数 , 从 而 图 像 是 空 集 ; 
如 果 z 二 一 1, 则 荆 负 ,Is 正 ,T17; 二 0, 曲 线 为 椭 赔 . 
(2) 当 |z|<=<1 时 , 17, 过 0, 曲 线 为 双 曲 型 . 


如 果 i 考 一半, 则 1s 关 0, 曲 线 为 双 曲 线 ; 


如 果 : 一 一 语 , 则 1, 一 0, 图 像 是 两 条 相交 直线 
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(3) 当 |t|=1 时 , 7 一 0, 曲 线 为 抛物 型 . 

如 果 二 一 1, 则 1; 关 0, 曲 线 为 抛物 线 ; 

如 果 t=1, 则 I;==0, 此 时 , 半 不 变量 ,==8, 图 像 也 是 空 集 . 
习 题 3.3 

1. 用 不 变量 判别 下 列 二 次 曲线 的 类 型 (在 仿 射 坐标 系 中 ): 

(1) 8z: 十 6zy 一 26z 一 12y 十 13 一 0; 

(2) 4 十 8zy 十 4y: 一 6z 十 10y 十 1 二 0; 

(3) 37: 十 6xy 十 4y: 十 6zx 一 4y 十 12 二 0; 

(4) 47° 二 4zy 十 y 一 47X 一 2y 十 1 二 0; 

(5) 3z2 一 2zy 一 4 十 4z 一 4y 十 12 一 0; 

(6) 3z’ 一 6zy 十 8y: 十 6X 十 4y 十 9 二 0; 

(7) Zz’:—4zy 十 4y 一 4z 十 8y 十 1 二 0, 

2. 要 使 得 

az? 十 47y 十 yy 一 4 一 2y 十 c= 二 0 


的 图 像 是 两 条 直线 ,a 和 < 应 满足 什么 条 件 ? 


3. 按照 的 值 决定 下 列 二 次 曲线 的 类 型 ， 

(1) (FE) (Cry)—4dtry 二 2t(z 二 y) 十 2 二 0， 
(2) T*—4zy 二 4y:—4try 一 2tz 十 8y 十 3 一 2t 二 0， 
4. 证 明 ; 如 果 I,==0, 则 1; 寺 0. 


5. 证 明 : 如 果 (z,y)==0 的 图 像 是 抛物 线 , 则 F(z,y) 的 第 
一 、 第 三 不 变量 的 乘积 [1 过 0. 
6. 证 明 在 直角 坐标 系 中 , F(x,y)==0 的 图 像 是 圆 的 充分 必 
要 条 件 是 F(z,y) 的 不 变量 满足 ; 


三 17 一 0. 


7. 证 明 在 直角 坐标 系 中 , (zx,y)==0 的 图 像 是 一 条 等 轴 双 


曲线 ( 即 两 条 渐 近 线 互 相 垂 直 ) 的 充分 必要 条 件 是 下 (zx,y) 的 不 变 


量 满 足 : 11==0,1; 关 0. 
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$4 圆锥 曲线 的 仿 射 特征 


圆锥 曲线 包括 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 , 它 们 是 二 次 曲线 中 最 重 
要 的 部 分 . 所 谓 圆锥 曲线 的 仿 射 特征 是 指 它们 的 那些 和 度量 无 关 
的 几何 特征 ,如 椭圆 和 双 曲 线 都 有 对 称 中 心 , 双 曲线 有 渐 近 线 , 抛 
物 线 有 开口 朝向 等 等 . 本 节 将 讨论 怎样 用 方程 的 系数 来 研究 圆锥 
曲线 的 仿 射 特 征 . 所 用 的 方法 是 考察 直线 与 它们 相交 的 情况 . 以 双 
曲线 为 例 , 它 有 一 个 对 称 中 心 ,凡是 经 过 对 称 中 心 的 直线 如 果 和 它 
相交 , 则 交点 有 两 个 ,它们 的 中 点 就 是 对 称 中 心 ; 双 曲线 有 渐 近 线 ， 
凡是 平行 于 渐 近 线 的 直线 不 会 和 双 曲 线 有 两 个 交点 .于 是 ,研究 直 
线 与 双 曲 线 的 相交 的 情况 就 可 以 决定 出 它 的 对 称 中 心 和 渐 近 线 的 
方向 .本 节 以 讨论 圆锥 曲线 的 仿 射 特征 为 目标 ,但 是 部 分 结论 也 可 
用 到 有 些 非 圆锥 曲线 上 . 

再 引进 一 些 记 号 . 设 二 元 二 次 多 项 式 F(z,y) 的 矩阵 为 


Ql1 QQ12 bi 
A= |alzs a bs 9 


pp， c 
记 
F(z,y) = Q1Z 二 avy 二 hh, 
F(X,y) = QT 十 Q22y 十 pz， 
FaCzyy) 一 DZ 十 py 十 c， 
则 


r al 十 aQ1zy 十 bi 
F(x,y)= (zx,y,1)4 ,| = (zx,y,1) 加 十 azzy 十 | 
1 pz 十 py 十 c 
= ZF (TY) 二 yF(r,y) + F(z,y). 
本 节 我 们 总 假定 在 某 个 仿 射 坐标 系 中 ,二 次 曲线 三 的 方程 为 
F(zr,y)=0. 
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4.1 直线 与 二 次 曲线 的 相交 情况 


设 《 是 经 过 点 lo(Czoyyo) ,平行 于 向 量 ul(m ,n) 的 直线 , 则 l 有 
参数 方程 
T= Zo im, 
y= 三 yo 十 tn 
于 是 i 和 工 的 交点 就 是 1 上 参数 :满足 
F(zo 十 tm,yo 十 tn)= 二 0 
的 点 . 把 这 个 方程 左边 的 函数 式 展 开 ,得 到 上 的 一 个 方程 
Dlm,n)t 十 2[mF (xo,.yo) 十 nFs(zxo,y0) jt + F(zo, yo) = 0， 
| (3. 15) 
称 为 直线 /和 二 次 曲线 醋 的 相交 方程 , 它 的 次 数 不 大 于 2, 其 解 的 
个 数 就 是 2 和 械 的 交点 的 个 数 . 
(1) 如 果 BCm,n) 不 为 0, 则 (3.15) 是 :的 二 次 方程 式 , 解 不 超 
过 两 个 ,因此 /和 工 的 交点 不 多 于 两 个 . 
© Bon nF Cro, yo0) EmFi(ro, yo) nF.(ro, yo) 时 , 则 
(3.15) 有 两 个 解 ,因此 上/ 和 忆 有 两 个 交点 ; 
© 当 Bm n) Fro, yo0) = LmFi Cro, yo) nF(ro, yo)F H, 则 
(3.15) 有 一 个 (二 重 ) 解 ,因此 7 和 本 有 一 个 交点 ; 
图 当 B mm Fro,y)> [mF (ro, yo) tnF(ro, yo)J H 时 , 则 
(3.15) 无 解 ,因此 i 和 丁 不 相交 . 
(2) 如 果 Bm,n)= 二 0, 而 mFi《zosyo) 十 nF2《zo,yo) 不 为 0, 则 
(3.15) 有 一 个 解 ,因此 7 和 械 有 一 个 交点 . 
(3) 如 果 
Dm,n) = mFi(zo, Yo) 十 nF,(Txo, Yo) = 0， 
而 F(zo,yo) 不 为 0, 则 (3.15) 无 解 ,因此 7 和 械 不 相交 . 
(4) 如 果 
Dm,n)= mFi(zos yo0) + nF,(ro, yo) 
= F(zxo, yo0) = 0， 
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则 任何 实数 上 都 是 (3.15) 的 解 ,于 是 7/ 在 卫 上 . 
从 几何 直观 知道 ,对 于 圆锥 曲线 ，(4) 的 情形 是 不 会 发 生 的 . 
(1) 的 @ 和 (2) 虽 然 都 是 一 个 交点 ,但 是 它们 又 有 不 同 . 我 们 来 
考察 l 平行 移动 时 的 影响 . 此 时 u 不 变 ， Mo (zo, Yo) 在 改变 ,从 而 
“Dm ,n) 是 否 为 0” 的 性 质 不 变 ， 而 mF (zo Yo) 二 nF, (zo,yo) 和 
F(zo ,yo) 都 会 改变 . 在 (2) 的 情形 ， 由 于 mF (zo ,yo0) 十 nF (xo yo) 
是 连续 依赖 于 Mo(zo,yo) 的 , 当 Mo(zo,yo) 移 动 很 小 时 ， 
NT(CZoyyo) 十 ?ECZzoyyo) 
仍然 不 为 0, 从 而 7 和 械 还 是 一 个 交点 ,也 就 是 说 ,在 :平行 移动 
时 ,，(2) 这 种 情形 是 稳定 的 . 在 (1) 的 的 情形 ,由 于 等 式 
Bmn)F zo, yo) = [mFiCzo, yo) + nF,(zo, yo) 
是 不 稳定 的 ,在 点 Mo(zo,yo) 作 很 小 的 移动 时 ， 
mFi(Zxo, Yo) 十 nF,(xo, Yo) 
和 下 (zo ,yo) 的 改变 会 使 得 这 个 等 式 不 再 成 立 , 从 而 1 和 械 的 交点 
会 变 成 两 个 或 零 个 . 也 就 是 说 ,在 :平行 移动 时 ，(1) 的 @@ 的 情形 
是 不 稳定 的 .通常 把 这 种 情形 称 为 有 两 个 重合 的 交点 . 


4.2 中 心 


设 Mo(zo,yo) 是 椭圆 或 双 曲 线 的 对 称 中 心 ,那么 当 一 条 过 
Mo。, 平 行 于 向 量 w( ,2) 的 直线 /和 六 有 两 个 交点 M1,M;( 注 意 : 
这 样 的 直线 有 很 多 ! ) 时 , 则 它们 的 中 点 就 是 Mo, 从 而 Mi,Mz 在: 
的 参数 方程 中 对 应 的 参数 所 , z; 为 一 对 相反 数 , 即 (3. 15) 的 两 个 解 
为 一 对 相反 数 . 于 是 相交 方程 中 一 次 项 的 系数 为 0, 即 

mFi(zo,y0) 十 nF,(zo, yo) 一 0. 
由 此 可 见 ， Fh (Zzo, yo ) 一 下 2 《xzoy yo) 一 0( 和 否则 只 能 有 一 个 方向 
ulm,n) 满 足 mFi(zo, yo) 十 nF,(xo, yo)= 二 0). 
定义 3.1 如 果 点 Mo(xo , yo) 满足 
Fi(zoyyo) = F(xosy0) = 0， 
则 称 Mo 为 曲线 醋 的 中 心 . 
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于 是 ,椭圆 、 双 曲线 或 其 他 二 次 曲线 的 对 称 中 心 都 是 它们 的 
“中 心 ” 反之 ,过 中 心 Mo 的 任何 直线 如 果 和 二 次 曲线 相交 于 两 个 
点 , 则 其 中 点 一 定 是 Wo, 也 就 说 ,中 心 一 定 是 二 次 曲线 的 对 称 中 心 . 

由 定义 3. 1 知道 ,中 心 的 坐标 就 是 方程 组 

az 十 ay 十 2 一 0， 
412Z 十 azy 十 2 一 0 
的 解 . 对 于 椭圆 型 和 双 曲 型 曲线 ,由 于 7 天 0，(3. 16) 有 惟一 解 ( 克 
莱 姆 法 则 ), 即 尺 有 惟一 的 中 心 . 因此 通常 把 椭圆 型 和 双 曲 型 曲线 
统称 为 中 心 型 曲线 . 对 于 抛物 型 曲线 , 7 一 0，(3. 16) 无 解 ( 两 个 方 
程 矛 盾 ) 或 者 有 无 穷 多 解 (两 个 方程 同 解 ) ,前 者 一 没有 中 心 , 后 者 
有 也 的 中 心 构成 一 条 直线 . 通常 把 抛物 型 曲线 称 为 非 中 心 型 曲线 . 
由 § 3 的 3.4 中 的 结论 ( 见 命 题 3. 5 的 引 理 的 证 明 ) 可 知 ， 
当 I=0 时, 13=0 
< 一 F(z,y) 的 矩阵 4 的 第 一 、 第 二 两 个 行 向 量 平行 . 
于 是 对 于 抛物 线 (1; 关 0)，(3. 16) 无 解 , 即 没有 中 心 ;而 对 于 退化 
抛物 型 曲线 (I; 二 0),，(3.16) 有 无 穷 多 解 , 即 中 心 构成 一 条 直线 ， 
其 方程 为 auZz 十 a1wzy 十 b1 二 0( 或 awzZ 十 Qaz2y 十 bz 二 0). 从 几何 意义 
可 看 出 , 当 械 是 两 条 平行 直线 时 ,中 心 构成 的 直线 即 它们 的 中 心 
线 ;当下 是 一 条 直线 时 ,中 心 构成 的 直线 即 卫 自己 (这 也 给 出 了 在 
71 一 173 一 大: 一 0 时 , 画 出 盖 的 方法 ). 


(3. 16) 


4. 3 ” 渐 近 方向 


二 次 曲线 的 渐 近 方向 是 一 种 直线 方向 (简称 线 向 ).“ 直 线 方 
向 ”是 本 书 中 将 多 次 用 到 的 术语 ,在 此 先 阐明 这 个 术语 . 直线 方向 
是 刻画 直线 倾斜 状态 的 概念 ,因此 它 与 “平行 ”概念 紧密 相关 ,两 条 
直线 平行 就 是 它们 的 直线 方向 相同 . 

请 注意 ,直线 方向 与 向 量 方向 的 联系 与 区 别 . 每 个 向 量 方向 决 
定 一 个 直线 方向 ,但 是 相反 的 向 量 方向 决定 同一 直线 方向 . 以 后 我 
们 常用 一 个 非 零 向 量 w 来 表示 一 个 直线 方向 ,但 对 每 个 不 为 0 的 
数 4,Xh 与 w 表示 同一 个 直线 方向 . 
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定义 3.2 一 个 非 零 向 量 &(m,m) 如 果 使 得 @6(m ,2) 王 0, 则 称 
u 所 代表 的 直线 方向 为 T 的 渐 近 方向 . 
由 定义 看 出 , 渐 近 方向 只 和 f(z,y) 的 二 次 部 分 B(z,y) 有 
关 . 从 械 和 直线 相交 情况 的 讨论 中 可 以 看 出 ,平行 于 渐 近 方向 的 
直线 不 可 能 和 械 相交 于 两 个 点 . 
命题 3.6 椭圆 型 曲线 无 渐 近 方向 , 双 曲 型 曲线 有 两 个 渐 近 
方向 ,抛物 型 曲线 有 一 个 渐 近 方向 
证 明 考察 二 元 二 次 方程 
az 十 azzy 十 2a1zzy= 二 0 (3. 17) 
的 非 零 解 . 每 个 非 零 解 代表 了 一 个 渐 近 方向 . 
如 果 au 才 0, 则 (3.17) 的 非 零 解 (m,n) 中 的 n 关 0, 于 是 只 用 考 
虑 形 如 (m,1) 的 解 ,此 时 m 是 方程 
QanTz: 十 2a1zTX 十 42 二 0 (3. 18) 
的 解 ,其 判别 式 为 als—aunazz= —1;. 因而 
当 也 是 椭圆 型 曲线 时 , 1,>>0，(3. 18) 无 解 , 即 卫 无 渐 近 方 
向 . 
当 工 是 双 曲 型 曲线 时 , I, 二 0,(3. 18) 有 两 个 不 同 的 解 , 即 丰 
有 两 个 不 同 的 渐 近 方向 . 
当 工 是 抛物 型 曲线 时 , I, 二 0，(3. 18) 有 一 个 解 , 即 荆 有 一 个 
渐 近 方向 . 此 时 (3. 18) 化 为 (aaz 十 ai) 一 0, 因 此 向 量 (aiz, 一 aa) 
代表 了 渐 近 方向 . 
在 az 天 0 的 情形 可 作 类 似 的 讨论 ,对 于 抛物 型 曲线 ，(az， 
一 42) 代 表 了 渐 近 方 同 ， 
如 果 aun 二 az 二 0, 则 awz 关 0, 并 且 1,=0,T 是 双 曲 型 曲线 ， 
(3. 17) 化 为 zy=0, 它 有 两 个 渐 近 方向 ,分 别 用 向 量 (1,0) 和 (0,1) 
代表 . 1 
从 几何 意义 看 , 双 曲 线 的 渐 近 方向 就 是 两 条 渐 近 线 的 方向 ;一 
对 相交 直线 的 渐 近 方向 就 是 它们 自身 的 方向 ;抛物 线 的 渐 近 方向 
就 是 它 的 对 称 轴 的 方向 ;一 对 平行 直线 或 一 条 直线 的 渐 近 方向 就 
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是 它们 ( 它 ) 自 身 的 方 问 . 


4. 4 ”抛物线 的 开口 朝向 


抛物 线 的 开口 朝向 是 一 个 向 量 方向 , 它 平 行 于 抛物 线 的 对 称 
轴 , 从 而 平行 于 抛物 线 的 渐 近 方向 . 于 是 ,我 们 应 判断 (a1, 一 a1) 
和 (一 ayz,an) 中 哪 一 个 代表 抛物 线 的 开口 朝向 ? (这 里 假定 了 an 
天 0, 如 果 aa 一 0, 则 应 判断 (azz ;一 Q12) 和 (一 azs ,a12) 中 哪 一 个 代表 
抛物 线 的 开口 朝向 ?) 
命题 3.7 (aw, 一 au) 是 抛物 线 的 开口 朝向 的 充 要 条 件 为 
Ti(a1sb1—anb:)=0. 
引 理 ”如果 点 Mo(zo,yo) 不 在 抛物 线 上 , 则 
Mo 在 抛物 线 的 内 部 。 TiF (zo,y0) 过 0. 
证 明 M, 在 抛物 线 的 内 部 
< 一 过 Mo 并 和 渐 近 方向 不 平行 的 直线 与 抛物 线 的 两 个 交 
点 分 别 位 于 Mo 的 两 侧 
< 全 Bm,n)¥0NH, Bn,n)F (zo, yo) <0 
< 全 IF(zo,yo) 过 0( 对 于 抛物 线 的 情形 , I 二 0, 此 时 卫 与 
$lm,n) 同 号 , 见 命题 3.4 的 引 理 ). | 
命题 3.7 的 证 明 从 原点 出 发 ,做 指向 (az, 一 an) 的 射线 , 则 此 射线 上 
的 点 的 坐标 为 (alzt, 一 aut),t 宇 0. 于 是 (a1z, 一 an) 是 抛物 线 的 开口 朝向 的 充 
要 条 件 是 , 当 上 充分 大 时 ， 
TiF(awt, — ant) < 0， 
Flayt, — ant)= Blay, — a)t 十 2(aizpi 一 anbz)t+e 
= 2(41201 一 anb2)t 十 c， 
于 是 , t 充分 大 时 ,下 (aizt, 一 aut) 和 alzb1 一 aubs 同 号 ,从 而 得 到 结论 . 1 


4.5 ”直径 与 共 罗 


1. 直径 , 
根据 平面 几何 的 知识 ,对 于 圆周 而 言 , 平 行 于 同一 方向 的 所 有 
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弦 的 中 点 的 轨迹 是 圆 的 一 条 直径 , 它 和 这 个 方向 垂直 . 在 椭圆 、 双 
曲线 .抛物 线 上 ,有 没有 类 似 的 情形 ? 怎样 来 描述 ? 下 面 来 讨论 这 
个 问题 . 
取 定 一 个 非 零 向 量 uCm,n). 如 果 点 Mo (zo, yo) 是 平行 于 
& (2) 的 某 条 弦 的 中 点 , 则 在 由 点 Mo(zxo,yo) 和 wlm,n) 所 决定 的 
直线 与 二 次 曲线 也 的 相交 方程 (3.15) 中 ,一 次 项 的 系数 为 0: 
ME 1 (Zoo yo) 十 nFs(ro,y0) = 0， 
即 (wall 十 maiz)zo 十 (marz 十 nazz) Yo 十 mb 十 nb; = 0. 
如 果 (《mau 十 nalz) 和 (maiz 十 nazz) 不 都 是 0《 即 u 不 代表 抛物 
型 曲线 的 渐 近 方向 ) , 则 方程 
(ma 十 na)ZT 二 (mawz 十 na22)y 十 MO 十 ps 一 0 
(3. 19) 
的 图 像 是 一 条 直线 , 记 作 4, 称 为 wu 所 代表 的 方向 关于 械 的 共 轿 直 
径 , 简 称 直径 (请 注意 , 它 是 一 条 直线 ,不 同 于 通常 的 直径 的 概念 ). 
显然 ,如 果 工 有 中 心 , 则 中 心 一 定 在 每 一 条 直径 上 . 
~ 命题 3.7 如 果 wlm,n) 不 代 
表 械 的 渐 近 方向 , 则 (图 3. 2) 
“ GD 平行 于 wu 的 每 条 弦 的 中 
点 在 l 上 ; 
(2) 平行 于 w 的 直线 和 栈 只 
有 一 个 交点 P,P 在 已 上 . 
图 3.2 证 明 (1) 在 上 面 已 经 说 明 ， 
下 面 证 明 (2). 
设 平行 于 u 的 直线 l 和 TD 只 有 一 个 交点 PlZzi,y1) , 则 l 就 是 
P 和 w 决定 的 直线 , 它 和 本 的 相交 方程 (3.15) 只 有 一 个 解 t=0. 
因为 wbm,n) 不 代表 械 的 渐 近 方 同 ,所 以 BCm,n) 关 0, 于 是 有 
mF (zy) + nF,(r1,y1) 一 0， 
即 己 在 上 .| 
如 果 代表 双 曲 型 曲线 的 渐 近 方向 , 则 /就 是 平行 于 zx 的 那 
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条 渐 近 线 ( 见 习题 3.4 的 第 12 题 ). 
2. 方向 关于 醋 的 共 元 
当 wlm,n) 不 代表 抛物 型 曲线 的 渐 近 方向 时 , w 有 共 罗 直 答 
1. 设 非 零 向 量 v Gm' ,n') 平 行 于 名, 则 
mm’ (ma 十 naiz) 十 nmaiz 十 nazs) 二 0， 


即 
m 
(mm’' ,nn! )4o| [= 0. 
n 


这 个 等 式 对 于 u 和 也 是 对 称 的 ;从 而 如 果 也 也 有 共 力 直 答 /。 则 ls 
平行 于 w, 因 此 在 这 种 情况 我 们 称 i 和 /为 一 对 互相 共 堪 的 共 绒 直 
径 . 

为 了 把 共 思 e 的 概念 从 代数 上 加 以 推广 ,我 们 给 出 两 个 直线 方向 关于 械 
共 轿 的 定义 . 在 第 五 章 中 将 会 进一步 看 到 它 的 意义 . 

定义 3.3 对 方程 为 F(z,y)==0 的 二 次 曲线 厂 , 如 果 两 个 非 零 向 量 
wu《msn) 和 v(m' ,n') 满 足 


VLA 
(rm 4o| |= 0， 
n 


则 称 由 w 和 分 别 代表 的 直线 方向 互相 共 辆 . 
请 注意 ,在 这 个 定义 中 ,并 没有 要 求 w 和 vo 不 是 二 次 曲线 的 新 近 方 向 . 


4|” |z 0， 

此 时 它 只 有 一 个 共 思 方 向 

特别 对 于 双 曲 型 曲线 的 渐 近 方向 , 它 只 有 一 个 共 辆 方向 ,就 是 它 自己 .这 
是 因为 

cmh| “|- 0. 

如 果 zcm,a) 是 抛物 线 的 渐 近 方向 , 则 4o| ”| 一 0, 因 此 任何 方向 都 与 它 

共 示 . 
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4.6 加 锥 曲线 的 切线 


在 几何 直观 上 ,圆锥 曲线 并 的 切线 就 是 和 只 有 一 个 交点 ， 
并 且 与 渐 近 方向 不 平行 的 直线 ,这 个 交点 称 为 切 点 . 
设 7 是 经 过 点 Mo《zo,yo) ,平行 于 同 量 wm,n) 的 直线 , 则 1 是 
矿 的 切线 的 充分 必要 条 件 为 Blm,n) 隆 0, 并 且 
Dm,n)F (ro, yo) = [mF (zo, Yo) 十 nF,(zxo, yo0) J. 
(3. 20) 
下 面 分 别 就 各 种 情况 讨论 切线 的 计算 方法 . 
(1) 对 工 上 的 点 Mo(Czo,yo), 求 以 Mo《zosy0) 为 切 点 的 切线 . 
此 时 只 须 求 切 线 的 一 个 方向 向 量 wCm,n). 由 于 MM 在 上 ， 
有 (zo,yo) 一 0, 由 (3. 20) 得 m,n 应 满足 的 条 件 
mFi(zo,y0) 十 nF2(zo,y0) = 0. 
由 于 圆锥 曲线 的 中 心 不 在 曲线 上 ，M 不 是 中 心 , 即 Fi(zo,yo) 和 
(zo,yo) 不 全 为 0, 于 是 
m:n=— F(xo,y0) : Fi(xo, yo0). 
(此 时 @(m,n) 关 0, 否 则 过 M6, 平行 于 wlm,n) 的 直线 在 夏 上 ,对 
于 圆锥 曲线 这 是 不 可 能 的 . ) 从 而 切线 的 方程 为 
Fi(zoyyo)(z 一 Zo) 十 Fa(zoyyo)(y 一 yo) = 0. 
利用 Mo 在 忆 上 ,有 
ai(Zoyyo)Zo 十 天 2(Zoyyo)3o 十 szoyyo) 一 下 (zoyyo) 一 0， 
从 而 一 (zo,yo)zo 一 F(zo,y0o)yo 二 F(zo，y0) ,过 Mo 的 切线 方程 
可 写 为 
F(zo yo) 十 ECzoyyo)y 二 F(xo,y0) = 0. 
(2) 求 平行 于 一 个 非 渐 近 方 向 的 切线 . 
设 w(m,n) 不 表示 渐 近 方向 , 求 平行 于 wlm,n) 的 切线 ,只 用 求 
出 切 点 . 从 (1) 的 结果 知道 , 切 点 的 坐标 应 该 满足 方程 组 
F(zr,y) = 0， 
mFi(z,y) 二 + nF(r,y) = 0. 
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也 就 是 说 , 切 点 是 wm,n) 的 共 轿 直径 线 和 本 的 交点 . 

(3) 求 过 本 外 的 一 点 的 切线 . 

设 Mo《zo, 0) 不 在 Tr 上 ,要 决定 过 Mo (zxo ,yo) 的 切线 就 要 求 
出 其 方向 或 求 出 切 点 . 

切线 的 方向 ulm,n) 可 从 方程 

Dm,n)F zo,y0) = [mFi(zo,yo) + nFo(zo,y0) J (3.21) 
来 解 出 .这 是 一 个 2 次 方程 ,可 能 有 两 个 解 ( 从 几何 直观 知道 过 图 
锥 曲线 外 的 点 是 可 能 作出 两 条 切线 的 ) ,但 是 要 检验 所 得 的 解 是 不 
是 使 得 BCm,n) 关 0, 即 它 不 平行 于 渐 近 方向 . 

切 点 Mi 的 坐标 (zi,y1) 应 该 满足 方程 组 

F(x,y1) 一 0， 
Fi(x1,Y1) (Xo 一 ZX1) 二 + F(z »Y1) (Yo — yi) = 0. 
第 1 个 方程 表示 Mi 在 有 上 ,第 2 个 方程 表示 Mi 处 的 切线 过 Mo. 
第 2 个 方程 的 左边 
Fi(z1,y1) To 一 ZI) + F(T1,y1) (Yo — 1) 
= F(z1,Y1)T0 tt F(Xi, 1) yo 
一 [F(z1)y)71 + Fazi, Yi1)y1] 
= F(z1,y) To F(z,y1) Yo 十 下 (ziyy1)， 
因此 上 面 的 方程 组 可 以 改写 为 
F(z1,y1) = 0， 
Fi(ziy YD To 十 天 32(Zly3y1)3o t+ F(xi,y1) = 0. 

本 节 中 所 提出 的 圆锥 曲线 的 仿 射 特征 都 是 用 代数 的 方式 来 规 
定 的 , 即 通 过 它 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 的 方程 的 系数 来 定义 的 . 自然 
会 产生 一 个 问题 : 这 些 概念 与 坐标 系 和 方程 的 选择 是 否 无 关 ? 从 
对 它们 几何 意义 的 讨论 即 可 看 出 ,此 问题 的 回答 是 肯定 的 .也 可 以 
用 解析 的 办 法 加 以 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 尝试 自己 给 出 证 明 . 


习 题 3.4 


1. 求 二 次 曲线 的 下 列 仿 射 特征 (中 心 . 渐 近 方向 . 渐 近 线 、 开 
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口 朝向 等 ,有 什么 , 求 什 么 ) 

(1) 姜 一 2zy 一 4 办 十 6z 十 2y 十 3 一 0; 

《2) 37z’ 十 4zy 十 4y: 十 6X 十 2y 一 12= 二 0; 

(3) z’—27zy 十 十 X 十 2y 十 4==0， 

(4) ri 十 2xy 十 十 2z 十 2y 一 3 二 0; 

(5) 5z2 一 12zy 十 4 光一 4z 一 8y 十 4 一 03 

(6) 4zy 一 5 光一 12z 一 6y 一 11 一 0; 

(7) 5z2 十 4zy 十 交 一 6z 十 4y 一 6 一 0; 

(8) 3z* 十 4zy 十 5 光一 2z 十 6y 一 1 一 0; 

(9) 5z2? 十 8zy 十 3 罗 十 8z 十 6y 一 0; 

(10) 8z 十 8zy 十 2 史 一 6z 一 4y 十 5 一 0. 

2. 讨论 ;,t 的 取 值 对 二 次 曲线 

TXT: 十 6zy 十 sy 十 3z7 十 ty 一 4 二 0 

的 中 心 和 渐 近 方向 的 影响 . 

3. 已 知 二 次 曲线 过 点 (2,3),(4,2) 和 (1,5), 并 且 (0,1) 是 它 
的 中 心 , 求 其 方程 . 

4. 设 A(zo,yo) 是 二 次 曲线 (x,y)==0 的 一 个 中 心 ,证 明 ， 
1;=J1;F (xo, yo). 

5. 已 知 二 次 曲线 过 点 (一 2, 一 1) 和 (0, 一 2) ,并 且 直 线 

TX 十 yy 十 1]=0,，xX 一 y 十 1]==0 

是 它 的 一 对 共 斩 直径 , 求 其 方程 . 

6. 已 知 一 条 双 曲 线 的 两 条 渐 近 线 的 方程 分 别 为 y 一 2=0 和 
az 十 4? 十 5 一 0, 并 且 它 经 过 点 | 0, 二 | , 求 方程 

7. 已 知 原点 是 二 次 曲线 

ailzZ2 十 azz 罗 2 十 2aizy 十 20 十 20y 十 c 一 0 

的 中 心 ,证 明 六 一 %2 一 0. 

8. 已 知 

aaZ 十 az 六 十 2aiszy 十 20z 十 20y 十 c 一 0 
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的 图 像 是 以 两 条 坐标 轴 为 渐 近 线 的 双 曲 线 , 证 明 at 天 0,c 天 0, 其 
他 系数 都 为 0. 

9. 设 一 条 双 曲 线 械 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 的 方程 为 

Tz —2ry— 4y 十 6r7 十 2y 十 3 二 0， 

求 卫 的 经 过 原点 的 直径 及 其 共 斩 直 径 . 

10. (1) 设 卫 的 方程 为 玉 (z,y) 一 0, 它 的 一 条 弦 的 中 点 为 
P(zo,yo). 证 明 此 弱 所 在 直线 的 方程 为 

(z 一 Zo)Fai(zoyyo) 十 (3 一 y) F(zro,y0) 一 0. 

(2) 求 卫 的 弦 所 在 直线 的 方程 ,此 弦 的 中 点 为 书 . 

QT 的 方程 为 5z? 十 8zy 十 5y: 一 18z 一 18y 十 9 二 0, PP 的 坐标 
为 (1,0); 

@ 械 的 方程 为 zx 十 2xy 十 y 一 8z 十 4 二 0, PP 的 坐标 为 (2,1); 

@T 的 方程 为 6xy 十 8y: 一 12zx 一 26y 十 11= 二 0, PP 的 坐标 为 
(3,1). 

11. 如 果 坐 标 轴 是 二 次 曲线 的 一 对 共 斩 直 径 , 证 明 此 二 次 曲 
线 的 方程 为 az 十 az 多 十 c 一 0 的 形式 . 

12. 如 果 非 零 向 量 w 代表 了 双 曲 线 的 渐 近 方向 , 则 就 是 平 
行 于 w 的 那 条 渐 近 线 . 

13. (1) 证 明 椭圆 的 经 过 中 心 的 每 一 条 直线 都 是 直径 ; 

(2) 证 明 双 曲线 的 经 过 中 心 的 每 一 条 直线 都 是 直径 ; 

(3) 证 明 抛 物 线 的 平行 于 渐 近 方向 的 每 一 条 直线 都 是 直径 . 

14. 证 明 一 个 椭圆 的 每 一 对 共 斩 半 径 ( 即 直径 和 椭圆 的 交 操 
到 中 心 的 距离 ) 的 平方 和 是 常数 . 

15. 求 下 列 过 二 次 曲线 上 的 一 点 处 的 切线 的 方程 


2 2 
(1) -7+%z 一 1 在 点 (zoyyo) 处 ; 


2 2 
(2) -223—1 在 点 (zo,yo) 处 ; 
(3) yy 二 2pz 在 点 (Czoyyo) 处 ; 
(4) 3z? 十 4zy 十 5yz 一 7z 一 8y 一 3 一 0 在 点 (2,1); 
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(5) 5z2? 十 7zy 十 妈 一 z 十 2y 一 0 在 点 《0,0)， 

(6) 5z2? 一 2zy 十 5y% 一 8 一 0 在 点 (1,1). 

16. 求 下 列 二 次 曲线 的 平行 于 某 个 向 量 的 切线 方程 和 切 点 的 
坐标 : 

(1) zx 二 4zry 二 3y: 一 5zx 一 6y 十 3 二 0, wu(4, 一 1); 

(2) 37T° 二 4xy 十 5y’ 一 6zx 一 8y 十 3 二 0, w(1,0); 

(3) 57z 十 8zy 十 十 27 十 2y 二 0, w(1 ,一 1). 

17. 已 知 一 条 抛物 线 的 对 称 轴 平 行 于 向 量 w(1, 一 2), 和 直线 
2z 十 13y 一 15==0 相 切 于 点 (1,1) ,并 且 过 点 (3,0), 写 出 此 抛物 线 
的 方程 . 

18. 设 一 条 圆锥 线 卫 在 一 个 直角 坐标 系 中 的 方程 为 

az 十 az 办 十 2azy 十 207 十 20y 十 c 一 0. 
证 明 : 如 果 过 点 (z',y) 可 作出 的 两 条 互相 垂直 的 切线 , 则 
Fi(x' yy ) 十 Fi(x! »y ) = (a 十 a22)F (XT yy ). 

19. 求 3 十 4zy 十 2y 十 8z 十 4y 一 6 二 0 的 互相 垂直 的 切线 的 
交点 的 轨迹 . 
” “20. 证明; 椭圆 的 互相 垂直 的 切线 的 交点 的 轨迹 是 一 个 以 机 
圆 中 心 为 圆心 的 圆 . 

21. 证 明 : 抛物 线 的 互相 垂直 的 切线 交点 的 轨迹 是 其 准 线 . 

22. 思考 题 ; 一 条 双 曲 线 的 互相 垂直 的 切线 的 交点 的 轨迹 是 


什么 ? 
23. 证 明 : 椭圆 的 一 个 焦点 在 它 的 任 一 切线 上 的 垂 足 到 中 心 
的 距离 等 于 长 半 轴 . 


24. 已 知 圆锥 曲线 古 有 一 对 共 元 直径 
TT—y 一 10= 二 0 和 Zz 二 yy 十 6 二 0， 
并 且 栈 过 点 (3, 一 3) 和 (3, 一 7). 求 荆 的 方程 ,并 求 (3, 一 3) 处 的 切 
线 的 方程 . 
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8$5 圆锥 曲线 的 度量 特征 


本 节 讨 论 : 对 于 在 一 个 右手 直角 坐标 系 中 给 出 了 方程 的 圆锥 
曲线 , 替 样 来 确定 其 与 度量 有 关 的 几何 特征 (如 它 的 对 称 轴 、 顶 点 、 
椭圆 的 长 短 半 轴 的 大 小 等 )? 应 该 说 ,在 $2 中 用 转轴 和 移 轴 的 方 
法 已 经 解决 了 这 些 问 题 ,但 是 本 节 介 绍 一 种 更 加 简单 的 方法 (特征 
值 法 ). 

下 面 我 们 都 假设 给 出 了 一 条 圆锥 曲线 卫 在 一 个 右手 直角 坐 
标 系 了 中 的 方程 F(z,y)==0, 其 中 

F(z,y) = az + azy + 2awzy 十 207 十 202y 十 c. 


5.1 抛物 线 的 对 称 轴 


抛物 线 的 对 称 轴 也 就 是 渐 近 方向 的 垂直 方向 的 共 忽 直径 , 因 
此 可 直接 求 出 . 

在 Ql1l ,12 不 全 为 0 时 ， (aiz， 一 4) 平 行 于 抛物 线 的 渐 近 方向 
(否则 用 (czz， 一 012))， 于 是 (ea ,al2) 垂 直 于 渐 近 方向 ,其 对 称 轴 为 

aaiGZyy) 十 alzFzCzyy) 一 0， 

即 (al 二 Qi2 ) 工 十 〈allalz 十 alzazz)3 十 all01 十 alz02 = 0. 
对 于 抛物 线 9 alz? 一 Qll1G22 并且 厂 一 011 十 az 天 0 ,其 对 称 轴 的 方程 可 
化 简 为 


allp1 十 a120b; 二 
Ti 


CllZ 十 alzy 十 


当 Qll ;412 全 为 0 时 用 qr+any + 一 0, 即 y+ 计 二 0， 
对 称 轴 和 工 的 交点 O' 就 是 本 的 顶点 . 以 O' 为 原点 , 研 的 开口 
朝向 为 y' 轴 的 正 向 , 作 右 手 直角 坐标 系 了 ', 则 经 过 从 了 I 到 了 的 直角 
坐标 变换 后 ,得 到 醋 在 7' 中 的 形 如 
aT’*— 2py =0 


的 方程 . 其 中 4 与 p 同 号 ,并 且 由 于 不 变量 的 值 在 直角 坐标 变换 
下 保持 不 变 , 即 
a=1= antt a, 
— ap’ = 1;, 
于 是 可 画 出 本 的 图 形 . 
例 3.5 在 右手 直角 坐标 系 中 ,抛物 线 卫 的 方程 为 
8T: 十 2y: 十 8Ty 一 67 一 8y 十 1== 0， 
求 其 对 称 轴 和 顶点 并 画 出 本 的 图 形 . 
解 因 
8 4 了 
-| 4 2 -| 
3 1 
即 可 求 出 五 天 10，7: 王 一 50. 
(1) 对 称 轴 方 程 为 
8z 十 47 一 4 一 0， 
化 简 为 
2T 十 y 一 1 二 0. 
(2) 现 求 顶点 : 荆 的 方程 可 化 为 
2(2z 十 y): 一 3(27 十 y) 一 5y 十 1 = 0， 
于 是 顶点 O' 的 坐标 即 方程 组 
人 3(2z 十 y) 一 5y 十 1 一 0， 
2z 十 y 一 1 一 0 
的 解 , 解 出 顶点 坐标 为 O'| 二,0| 
(3) 开口 朝 问 
Ti(aizb1 一 allp2) = 200 > 0， 
因此 开口 朝向 为 (一 1,2). 
(4) 作 图 ; 以 O' 为 原点 ,( 一 1,2) 为 y' 轴 的 正 向 , 作 右手 直 角 
坐标 系 了 (图 3.3). 设 械 在 此 坐标 系 中 的 方程 为 
ar'’: — 2py' 一 0， 
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则 a 二 10, 一 ap’: 二 一 50, 并 且 p>0. 求 出 p= 二 M5 ,方程 可 简化 为 
y=~MV5z'. 


图 3.3 


5.2 ”椭圆 和 双 曲 线 的 对 称 轴 


椭 贺 和 双 曲 线 都 有 两 条 对 称 轴 ( 贺 例外 ,过 圆心 的 每 一 条 直线 
都 是 它 的 对 称 轴 ) ,它们 互相 共 罗 , 互 相 垂 直 . 

定义 3.4 对 于 中 心 型 曲线 了 ,如 果 一 个 方向 与 其 共 罗 方 向 
垂直 , 则 称 此 方向 为 工 的 主 方向 . 

于 是 ,椭圆 和 双 曲 线 的 对 称 轴 就 是 经 过 中 心 , 并 且 平 行 于 主 方 
向 的 直线 . 

下 面 介绍 主 方向 的 计算 方法 . 

设 wlm,n) 和 w (m',n') 代 表 一 对 互相 共 罗 f 的 方向 , 则 


m 
《772/ y727 )4o| |- 0. 
nn 


在 直角 坐标 系 中 ,此 式 表示 向 量 Ao| ”| 一 | “”，“” | 和 w 互相 
垂直 . 于 是 ， 
& 代表 主 方向 =>u 与 允 互 相 垂 直 。 一 wx 与 4| ”| 平行 
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Qi2m 十 Q2272 


上 式 最 后 的 条 件 可 表示 为 
m(awm 十 C2272 ) 一 naum 十 Cl1272 ) ， 
即 
Q12722 十 azmn = anmn + C12722. 
利用 此 式 可 以 求 出 m 和 的 比值 , 即 求 出 w 的 方向 .但 是 在 实用 
上 采用 一 个 更 加 简单 的 方法 . 
因为 uCm,n) 关 0, 所 以 


4 与 4o| ”| 平行 = 存在 实数 ,使 得 Ao| ”|==4| ”| 
即 
CE 一 4)| ”|= 0. (3. 22) 


由 w 不 是 零 向 量 知道 ,|XE 一 4o1==0. 由 此 可 以 求 出 4, 再 从 (3. 22) 
解 出 坐标 m 和”, 求 出 其 比值 . 称 这 个 方法 为 特征 值 法 . 
计算 行列 式 
| 生 一 4o| 一 丰 一 7 十 7T， 
因此 |XE 一 4o|==0 即 
A 一 JIA 十 1,=0, (3. 23) 
称 此 式 为 本 的 特征 方程 , 它 的 解 称 为 研 的 特征 值 . 特征 方程 是 一 
个 二 次 方程 ,判别 式 为 
A 一 六 一 47 一 (ail 一 azz)3? 十 4ai; 之 0. 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
(1) 如 果 ai 一 azzyaiz 一 0, 则 A 王 0, 此 时 (3. 23) 为 
?2 一 20 十 ca 一 0， 
它 只 有 一 个 解 4 二 an( 二 azz) ,并 且 AE 一 ho 二 0, 从 而 任何 方向 都 是 
主 方向 . 
从 几何 上 看 ,此 时 本 的 方程 为 
aun(zT’ 十 y) 十 2617x 十 262y 十 c= 0， 
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如 果 工 是 圆锥 曲线 , 则 它 一 定 是 圆 ,因此 过 中 心 的 每 一 条 直线 确 
实 都 是 对 称 轴 . 

(2) 如 果 zu 天 cz 或 al 天 0, 则 A>0, 此 时 (3. 23) 有 两 个 解 入 ， 
必 . 将 它们 分 别 代入 (3. 22) , 求 出 两 个 主 方向 


Ul (m1 ,711) 和 Uz (m2 y722 ) 9 


4%| |= | i = 1,2. 
从 前 面 的 讨论 知道 ,它们 是 互相 垂直 的 . 
构造 右手 直角 坐标 系 [O' ;el ,ezsj, 使 得 O' 是 本 的 中 心 , e! 和 
ez 分 别 平行 于 wi 和 wz. 经 过 坐标 变换 ,得 到 械 在 [O' ;ei ,esJ] 中 的 


方程 
anz ?十 2atzy 十 awzy ?十 2bix' 十 20y 十 c' 一 0， 


它们 满足 


(3. 24) 
由 于 O' 是 械 的 中 心 , ===0. 
设 坐 标 变换 的 过 渡 和 矩阵 为 
cos0 一 Sin0 
be | 


则 它 的 两 个 列 向 量 分 别 平行 于 wi 和 wz, 从 而 


cos0 Aicos0 一 sin@ | 一 Asing 
Ao = . 9 4 = 9» 
sinlb Aisinb cos0 AscOs0 


于 是 
区 | | cos0 | | 
/ A : 4o| ， 
i 一 Sin0 cos0 sinl cos0 
cos@ sin || cosg 一 Asing 
区 sinlb | We a 
区 | 
Lo 2 了 
因此 (3. 24) 为 


Ar’’ 十 My 十 c! c= 0， 
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其 中 一 过 (因为 c' 一 J, 一 J). 由 最 后 的 这 个 方程 即 可 得 到 
标准 方程 ， 
例 3.6 判别 在 一 个 右手 直角 坐标 系 中 ,方程 
4z2 十 10zy 十 4 光一 2z 十 2y 十 18 王 0 
的 图 像 下 是 什么 曲线 , 求 出 它 的 顶点 和 对 称 轴 , 并 作 图. 
4 5 一 】 
解 -| 5 4 .i T= 二 8, 1 二 一 180, 栈 是 
—1] 1 1 
双 曲 线 . 
它 的 特征 方程 为 
1 一 84 一 9 一 0， 
解 出 特征 值 为 人 二 9, Ns 二 一 1. 
关于 丸 =9 的 主 方向 满足 


5 


#0 | 之 ,省 
关于 如 = 一 1 的 主 方向 满足 
一 5 一 5|im 
| 有 | 四 
sd -至 , 凌 | 
有 卫 的 中 心 满 足 方程 组 
加 十 Dy 一 上 一 0， 
5Zz 十 dy 十 1] = 0， 
求 出 中 心 0' 的 坐标 为 (一 1,1). 
于 是 我 们 构造 右手 直角 坐标 系 [O' ;ei ,esj( 见 图 3. 4). 在 此 坐 
标 系 中 ,了 的 方程 为 
9z 一 yy 十 20 王 0， 
172 


化 简 得 到 标准 方程 


12 12 


2 Eh A 


上 人 (V20)? 
3 


习 题 3.5 


1. 在 一 个 直角 坐标 系 中 , 求 下 列 二 次 曲线 的 对 称 轴 , 并 画图 . 
(1) 9z 十 4zy 十 6y: 十 2z 十 16y 十 10==0; 
(2) 47:—4y: 二 6zry—6x—2y 十 1 二 0; 
(3) Tz 十 2zy 十 y: 十 47 一 10y 十 9 二 0; 
(4) 2zy 一 4z 十 2y 一 3 一 0; 
(5) 关 一 6zy 十 9y% 一 8z 十 8y 一 0. 
2. 已 知 在 一 个 直角 坐标 系 中 ,方程 
QauT 十 az 多 十 2airy 十 < 一 0 
的 图 像 忆 是 椭圆 或 双 曲 线 , 证 明 
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dia = y) 一 《al 一 azz)Zy 一 0 
表示 的 两 条 直线 就 是 本 的 两 条 对 称 轴 . 
3. 已 知 在 一 个 直角 坐标 系 中 ,方程 
azZ2 十 azzy 十 2alzzy 十 207 十 220y 一 0 
的 图 像 也是 抛物 线 , 证 明 它 的 顶点 就 是 原点 的 充分 必要 条 件 是 : 
中 (002) 一 0. 
4. 在 平面 直角 坐标 系 中 ,圆锥 曲线 一 的 对 称 轴 为 
XT 一 y 一 5 二 0 和 xz 二 yy 十 3== 0， 
并 且 下 经 过 点 (3/2, 一 3/2) 和 (3/2, 一 7/2), 求 卫 的 方程 . 
5. 在 平面 右手 直角 坐标 系 了 中 ,抛物 线 的 方程 为 
az2 十 4ay 十 4zy 十 10z 一 20y 一 1 一 0， 
其 中 a 二 0, 求 a; 并 且 构 造 右手 直 角 和 坐标 系 T' ,使 得 此 抛物 线 在 了 
中 有 形 如 y 一 cz': 的 方程 (c 盖 0) , 求 出 ,并 画 出 草图 . 
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第 四 章 ” 保 距 变 换 和 念 射 变换 


本 章 我 们 将 介绍 研究 几何 学 的 一 种 新 的 途径 : 用 “几何 变换 ” 
研究 几何 学 .几何 变换 不 同 于 坐标 变换 ,坐标 变换 中 变化 的 是 坐标 
系 , 几 何 对 象 ( 点 、 几 何 图 形 ) 并 不 改变 ;而 几何 变换 则 是 几何 对 象 
的 变化 . 例如 把 平面 上 的 一 个 图 形 作 平移 ,或 绕 某 一 点 旋转 ,或 绕 
某 一 条 直线 翻转 ;又 如 在 第 二 章 中 提 到 的 把 一 个 图 形 作 压缩 等 等 ， 
都 是 图 形 的 变化 . 本 章 要 介绍 的 保 距 变 换 和 仿 射 变换 就 是 两 类 重 
要 的 几何 变换 . 

对 几何 图 形 的 某 一 种 特定 变化 来 说 ,图 形 的 有 些 性 质 会 改变 ， 
有 些 性 质 不 改变 . 例如 在 图 形 作 压 缩 时 ,距离 . 夹 角 、 面 积 等 等 都 要 
改变 ,但 是 直线 还 是 变 为 直线 ,线段 间 的 平行 性 仍 保持 ,简单 比 也 
不 改变 . 在 图 形 作 翻转 时 ,距离 、 夹 角 、 面 积 等 都 不 改变 ,但 是 位 置 、 
定向 要 改变 . 

研究 “几何 变换 ”的 主要 内 容 就 是 讨论 在 各 类 几何 变换 中 图 形 
几何 性 质 的 变化 规律 ,这 使 得 我 们 能 够 在 运动 和 变化 中 研究 几何 
图 形 的 性 质 . - 

“几何 变换 ?不 仅 在 理论 上 深化 了 几何 学 的 研究 , 它 还 提供 了 
解决 几何 问题 的 一 个 有 效 方法 . 掌握 这 种 方法 是 学 习 本 章 的 主要 
目的 之 一 . 下面 先 讲 一 个 简单 例子 , 它 是 两 张 平面 间 的 “平行 投影 ” 
的 应 用 . 

设 zt 和 zx 是 空间 中 两 张 相 交 的 平面 ， & 是 与 x 和 rs 都 不 平 
行 的 一 个 向 量 . 我 们 来 规定 从 zi 到 x; 的 一 个 映射 f :， x 一 zz 为 : 
V PEm, 令 f(P) 是 过 ,平行 于 uw 的 直线 与 的 交点 , 称 这 个 映 
射 为 从 zi 到 zz 的 一 个 平行 投影 . 容易 看 出 ,一般 来 说 平行 投影 不 
保持 距离 、 角 度 等 度量 概念 (除非 & 与 x ,x 的 交 线 垂直 ,并 且 与 
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NX1 ,NA2 的 夹 角 相等 ), 但 是 把 Xl 上 的 直线 变 为 A2 上 的 直线 ,并 且 保 
持 直线 的 平行 性 和 共 线 三 点 的 简单 比 . 于是, mm 上 的 一 个 三 角形 
的 中 点 变 为 人 人 ; 的 对 应 边 的 中 点 ,Ai 的 重心 变 为 人 , 的 重心 . 
G 例 在 A4BC 的 三 边 上 各 取 点 DD， 
无 ,下 (参见 图 4. 1) ,使 得 简单 比 
FF (A,B,D) = (B,C,E) = (C,A,F), 
证 明和 DEF 的 重心 和 人 入 ABC 的 重心 重合 . 
对 人 A4BC 是 正三 角形 的 情形 证 明 
比较 容易 : 设 O 是 A4BC 的 重心 ,让 
a a 3 人 ABC 绕 O 点 旋转 120", 把 4 变 为 B， 
图 4.1 B 变 为 C,C 变 为 4, 则 D 变 为 E,E 变 
为 下 ,下 变 为 D. 于 是 入 DEF 也 是 正三 角形 ,并 且 重 心 也 是 0. 
对 于 一 般 的 三 角形 ,上述 方法 不 能 用 了 .但 是 如 果 它 是 某 个 正 
三 角形 在 一 个 平行 投影 下 的 像 ,那么 利用 平行 投影 保持 简单 比 ,并 
且 把 重心 变 为 重心 的 性 质 ,结论 对 它 也 就 成 立 了 . 
现在 的 问题 是 : 是 否 对 于 任何 三 角形 ,都 可 设计 出 一 个 平行 
投影 ,使 得 它 是 一 个 平行 投影 下 某 个 正三 角形 的 像 ? 回答 是 肯定 
的 ,读者 从 直观 上 不 难 接受 ,我 们 在 这 里 不 作 严 密 论 证 . 本 章 中 我 
们 将 把 “平行 投影 ?加 以 推广 和 抽象 ,给 出 仿 射 变换 和 仿 射 映射 的 
概念 ,在 那里 ,对 相应 的 问题 将 会 得 到 严格 的 讨论 . 
本 章 以 仿 射 变换 为 讨论 的 主要 内 容 , 把 保 距 变换 看 作 它 的 特 
殊 情 形 . 我 们 只 讲 平 面 上 的 这 两 种 变换 ,但 是 要 把 它们 推广 到 空间 
的 情形 并 没有 实质 性 的 困难 . 


$1 平面 的 仿 射 变换 与 保 距 变 换 


1.1 一 一 对 应 与 可 逆 变 换 


合 间 的 映射 是 本 章 的 基础 ,我 们 先 来 回顾 以 后 常 要 用 的 与 
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映射 有 关 的 几 个 概念 ,并 介绍 本 书 中 所 用 的 记号 . 

集合 到 集合 了 的 一 个 映射 f: XX>Y 是 把 和 中 的 点 对 应 
到 Y 中 的 点 的 一 个 法 则 , 即 VzEX, 都 决定 了 Y 中 的 一 个 元 素 
f(z), 称 为 点 工 在 f 下 的 像 点 .对 XX 的 一 个 子 集 A4, 记 

f(A4) = {f(a)la € 4)， 
它 是 了 的 一 个 子 集 , 称 为 4 在 f 下 的 像 .对 Y 的 一 个 子 集 B, 记 
f°'(B)= {zr € XIf(x) € B)}, 

称 为 B 在 f 下 的 完全 原 像 , 它 是 XX 的 子 集 (也 有 可 能 为 如 ,此 时 XX 
的 任何 点 的 像 点 不 在 B 中 ). 

如 果 f 是 XX 到 Y 的 映射 ,g 是 Y 到 Z 的 映射 , 则 它们 的 复合 
(也 称 乘 积 ) 是 XX 到 2 的 映射 , 记 作 gg。f: X 一 Z ,规定 为 

g° f(z)=g(f(z)), VrEX. 
对 ACX， 
g° f(A) = g(f(4)); 
对 CCZ， 
(g °。f) 1(C) = 广 !Cg-1CC))，. 
映射 的 复合 无 交换 律 ,但 有 结合 律 , 即 对 三 个 映射 f: XY,g : 
Y->Z,h: ZW ,有 
he(g°f)=(h°g)°f. 

一 个 集合 和 到 自身 的 映射 称 为 上 的 一 个 变换 , 称 和 上 把 
每 一 点 变 为 自身 的 变换 为 和 的 恒 同 变换 , 记 作 idx : X 一 X. 

对 一 个 映射 /: XX 一 Y 了 ,如果 有 了 映射 g : Y->Y ,使 得 

g° f=idy: X—X, fg=idy: Y—Y, 

则 说 f 是 可 逆 映 射 , 称 g 是 f 的 道 映射 . 

如 果 在 映射 /: XX 一 Y 下 XX 的 不 同 点 的 像 一 定 不 同 , 则 称 f 
为 单 射 ,此 时 , VY yEY, 广 '(y) 或 是 一 点 ( 当 yE€E (XX) 时 ) ,或 为 空 
集 ( 当 y 不 在 f(X) 时 ). 

如 果 f(X)=Y, 即 VY yE€EY, 广 1(y) 都 不 是 空 集 , 则 称 f: XX 
一 Y 是 满 射 . 
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如 果 f: X-~Y 既是 单 射 , 又 是 满 射 , 则 称 f 为 一 一 对 应 . 此 
时 ,，Y y€EY,f"'(y) 是 关中 的 一 个 点 ,从 而 广 :给 出 了 工 到 式 的 
一 个 映射 , 它 也 是 一 一 对 应 ,并且 广 。j 一 idx,j。 广 :一 idr, 于 是 
是 可 北上 映射, 并且 f 的 逆 映 射 是 广 1. 

反之 ,如 果 f: XY 是 可 逆 映 射 , 则 它 是 一 一 对 应 (见习 题 
4.1 的 第 2 题 ), 并 且 它 的 逆 映 射 就 是 广 . 

两 个 可 道 映 射 的 复合 也 是 可 北 映 射 . 设 f,g 都 是 可 逆 映 射 ， 
并 且 g。f 有 意义 , 则 

(g° ff) 1=f log. 

(见习 题 4.1 的 第 3 题 . ) . 

一 个 集合 到 上 自身 的 可 道 映射 称 为 X 上 的 可 道 变换 . 例如 
idx 就 是 XX 的 一 个 可 逆 变 换 , 其 逆 变 换 就 是 它 目 己 ， 


1.2 平面 上 的 变换 群 


以 后 我 们 主要 讨论 一 张 平 面 的 可 逆 变 换 . 下 面 列 举 常 用 的 平 
面 可 逆 变 换 的 实例 . 

平移 ” 取 定 平行 于 平面 的 一 个 向 量 w, 规 定 7 的 变换 已 : x 
一 Xx 为: VY 4Er, 令 P,(4) 是 使 得 AP,(4)==w 的 点 . 称 P 为 x 
上 的 一 个 平移 , 称 癌 量 w 是 P, 的 平移 量 . 不 难看 出 ,，P, 是 xx 的 一 
个 可 道 变换 ,并 且 (P,) "1!=P_，. 

旋转 取 定 x 上 一 点 O, 取 定 角 9. 规定 x 的 变换 rr: x 一 x 
为 : Y AEz, 令 r(4) 是 4 绕 O 转 0 角 所 得 的 点 . 称 变 换 r 是 x 上 
的 一 个 旋转 , 称 O 是 其 旋转 中 心 , 9 为 转角 ,r 也 是 可 逆 变 换 ,”” 
也 是 以 O 为 中 心 的 旋转 ,转角 为 一 0. 

当 0 二 180° 时 , 称 r 为 关于 中 心 O 点 的 中 心 对 称 , 此 时 一 一”. 

反射 ” 取 定 x* 上 的 一 条 直线 1, 做 的 变换 hh: rr 为 :V 4 
Er' (4) 是 4 关于 /的 对 称 点 . 称 六 为 x 上 的 一 个 反射 , 称 ! 是 
它 的 反射 轴 . 7 也 是 可 道 变 换 ，(7,) :一 

正 压 缩 取 定 zx 上 的 一 条 直线 上 和 一 个 正 数 &, 做 的 变换 
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e: x>Xx 为 : VY AEx, 令 &(4) 是 下 列 条 件 决定 的 点 : 

(1) PECA) 与 1 垂直 ; 

(2) 6(4) 到 7 的 距离 4(€(4),L)=kd (A,l); 

(3) 6(4) 与 4 在 /的 同一 侧 ， 
称 变换 € 为 x 上 的 一 个 正 压 缩 , 称 / 为 压缩 轴 , 称 & 为 压缩 系 数 . é& 
也 是 可 道 变换 ,并 且 6-! 也 是 以 /为 压缩 轴 的 压缩 变换 ,压缩 系数 
为 &-!. 

压缩 系数 ==1 的 压缩 就 是 id,&>1 时 实际 上 是 拉 伸 (距离 要 
增 大 ),k 过 1 时 才 是 真正 通常 意义 下 的 压缩 . 我 们 通称 压缩 ,对 它 
们 不 在 称呼 上 加 以 区 别 了 . 

请 注意 ,上 面 说 的 平移 、 旋 转 、 反 射 和 正 压缩 等 概念 是 在 全 
平面 上 定义 的 ,不 是 指 个 别 点 或 我 们 所 关心 的 某 个 图 形 上 的 行为 . 

定义 4.1 一 个 集合 G, 如 果 它 的 元 素 都 是 x 上 的 可 道 变 换 ， 
并 且 满 足 条 件 : 

(1) G 中 任何 元 素 的 逆 也 在 G 中 ; 

(2) G 中 任何 两 个 元 素 的 复合 也 在 G 中 ， 
则 称 G 是 x 上 的 一 个 变换 群 . 

例如 x 上 的 由 全 体 平移 构成 的 集合 是 一 个 变换 群 ,因为 不 难 
看 出 ，P,。P, 二 Poyv ,并 且 (P,) !==P_,. 取 定 一 点 OEzX, 则 x 上 
全 体 以 O 为 旋转 中 心 的 旋转 构成 变换 群 , 两 个 绕 O 的 转角 分 别 为 
lb ,0; 的 旋转 的 复合 是 绕 O 转 lb 十 0 角 的 旋转 . 但 全 体 旋 转 ( 中 心 
和 转角 都 任意 ) 不 构成 变换 群 ,两 个 不 同 中 心 的 旋转 的 复合 可 能 仍 
为 旋转 ,也 可 能 为 平移 (见习 题 4. 1 的 第 4 题 ). 以 上 变换 群 所 含 恋 
换 的 个 数 是 无 穷 多 个 .下面 再 给 出 几 个 有 限 变换 群 ( 即 包含 的 元 素 
只 有 有 限 个 ) 的 例子 . 

一 个 反射 7 和 id 构成 变换 群 ( 只 含 两 个 变换 ). 

取 定 自然 数 , 则 以 同一 点 O 为 中 心 ,转角 为 经 的 整数 倍 的 


所 有 旋转 构成 变换 群 , 它 含有 个 变换 , 即 分 别 以 0, 罕 , 生 ，…， 
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人 名 一 2 为 转角 的 变换 . 


仅 有 一 个 id 变换 也 构成 变换 群 ,这 是 最 小 的 变换 群 , 它 包 含 
在 每 个 变换 群 中 . 

平面 x 的 全 体 可 道 变换 的 集合 也 构成 变换 群 , 它 是 最 大 的 变 
换 群 ,任何 其 他 变换 群 都 包含 在 它 里 面 


1.3 保 距 变换 


定义 4.2 平面 + 上 的 一 个 变换 f 如 果 满 足 ; 对 x 上 的 任意 
两 点 A,B, 总 有 
dl(f (A),f(B)) = d(A,B), 
则 称 是 x 上 的 一 个 保 距 变 换 . 
例如 平移 .旋转 和 反射 都 是 保 距 变 换 , 而 压缩 系数 4 尖 1 的 正 
压缩 则 不 是 保 距 变换 . 
不 难看 出 ,两 个 保 距 变 换 的 复合 
仍 是 保 距 变 换 . 下 面 我 们 用 这 个 性 质 
P 构造 一 个 保 距 变 换 , 它 既 不 是 平移 、 旋 
转 , 又 不 是 反射 . 取 定 x 上 一 直线 1, 一 
! 个 平行 于 的 非 零 向 量 w, 作 关于 1 的 
反射 和 平移 P, 的 复合 f=ps。°。 NC( 见 
Th JO 图 4.2), 则 了 是 保 距 变换 ,但 不 是 旋转 
图 42 和 反射 (因为 了 没有 不 动 点 ,而 旋转 和 
反射 都 有 不 动 点 ) ,又 不 是 平移 (因为 向 量 AfC4) 与 4 有 关 , 当 4 
在 1 上 时 , AfCA)==u, 当 4 不 在 1 上 时 , AfCA5) 关 w). 我 们 把 这 种 
保 距 变 换 称 为 滑 反射 . 以 后 我 们 将 说 明 保 距 变 换 不 外 乎 上 面 提 到 
的 4 种 . 
命题 4. 1 保 距 变 换 是 可 逆 变 换 . 
证 明 设 f: x>x 是 保 距 映 射 , 则 当 4 关 B 时 ， 
d(f(4),f(B)) = du(A,B) > 0,， 
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从 而 f(4) 关 有 (B), 这 说 明 f 是 单 射 .还 应 该 说 明 f 是 满 射 , 即 对 
x 上 任意 一 点 Q@, 要 说 明 广 "(Q) 不 是 空 集 . 

取 定 x 上 一 个 等 边 三 角形 八 ABC, 记 A'=f(4),B'=f(B)， 
C' 二 了 (C), 则 和信 4A'B'C' 也 是 等 边 三 角形 ,从 而 Q 至 少 和 它 的 两 个 
顶点 不 共 线 ,不 妨 设 4',B' 和 Q@ 不 共 线 . 此 时 ,可 找到 两 个 不 同 的 
点 Pi,Pi,; 使 得 八 ABP; 呈 人 八 A'B'Q, 1==1,2. 由 于 了 是 保 距 的 ， 

AA’'B'f(P;) 2 AABP' 2 人 人 A4'B'Q. 

由 于 有 公共 边 的 互相 全 等 的 三 角形 只 能 有 两 个 ,而 f(P1) 和 
f(P;) 是 不 同 点 ,其 中 一 定 有 一 个 为 Q@, 从 而 广 '(Q) 不 是 空 集 . 1 

显然 保 距 变换 f 的 逆 变 换 广 " 也 是 保 距 变 换 , 于 是 平面 x 的 
全 体 保 距 变 换 构成 一 个 变换 群 , 称 为 保 距 变 换 群 . 


1.4 仿 射 变换 


定义 4.3 平面 (空间 ) 的 一 个 可 道 变 换 , 如 果 把 共 线 点 组 变 
为 共 线 点 组 , 则 称 为 平面 (空间 ) 的 一 个 仿 射 变换 . 

本 书 只 讨论 平面 的 仿 射 变换 ,但 是 平面 仿 射 变换 的 所 有 结果 
对 空间 仿 射 映射 也 都 是 成 立 的 . 

保 距 变换 一 定 是 仿 射 变换 (因为 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 
点 组 的 共 线 性 完全 可 由 距离 来 确定 ); 容易 验证 , 正 压缩 把 共 线 点 
组 变 为 共 线 点 组 ,因此 也 是 仿 射 变换 . 

一 张 平面 到 另 一 张 平 面 的 平行 投影 也 把 共 线 点 组 变 为 共 线 点 
组 ,但 它 不 是 平面 的 可 道 变换 ,只 是 一 个 可 道上 映射 . 我们 把 平面 间 
保持 点 组 共 线 性 的 可 北上 映射 称 仿 射 映射 . 

从 定义 容易 看 出 , 仿 射 变换 的 复合 也 是 仿 射 变换 . 

下 面 我 们 再 介绍 几 个 常见 的 仿 射 变换 . 

位 似 变换 ” 取 定 平面 x 上 一 点 O 和 一 个 不 为 0 的 实数 4, 规 
定 x 上 的 变换 ff: x>x 为; Y PEzr, 令 fF(P) 是 由 等 式 Of(P)= 
1O 巨 决定 的 点 ( 见 图 4. 3). 称 f 是 一 个 位 似 变 换 , 称 O 为 它 的 位 
似 中 心 ,4 为 位 似 系 数 . 
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位 似 系数 为 1 的 位 似 变换 就 是 恒 同 
变换 ,位 似 系数 为 一 1 的 位 似 变换 就 是 关 
于 位 似 中 心 的 中 心 对 称 . 显然 ,两 个 有 相 
同位 似 中 心 O 的 位 似 变换 的 复合 也 是 位 
似 变换 ,位 似 中 心 还 是 0, 位 似 系数 相 乘 
于 是 ,如 果 f 是 位 似 系 数 为 4 的 位 似 变 
换 , 记 & 是 与 上 有 相同 位 似 中 心 ,其 位 似 
系数 为 x7! 的 位 似 变换 , 则 

g°f=id, f°+g=id, 
这 说 明 位 似 变 换 是 可 逆 变 换 . 容易 利用 相 
似 三 角形 的 性 质 说 明 位 似 变换 把 共 线 点 
组 变 为 共 线 点 组 ,从 而 位 似 变换 是 仿 射 变 
换 . 

相似 变换 平面 < 的 一 个 变换 f: r->z 称 为 相似 变换 ,如 果 
存在 正 数 , 使 得 对 x 上 任意 两 点 A,B 都 有 

a(f (A),f(B)) = kd(A,B), 
称 为 了 的 相似 比 . 

位 似 变换 是 相似 变换 ,如 果 位 似 系数 为 4, 则 相似 比 为 |4]. 

易 见 两 个 相似 变换 的 复合 也 是 相似 变换 ,复合 的 相似 比 为 两 
个 相似 比 的 乘积 . 

对 照 保 距 变 换 与 相似 变换 的 定义 ,立刻 可 看 出 : 相似 比 为 1 
的 相似 变换 是 保 距 变 换 . 

利用 上 面 这 些 性 质 容 易 证 明 ,相似 变换 是 一 种 仿 射 变换 : 设 
8 是 相似 比 为 不 的 相似 变换 , 作 一 个 位 似 系数 为 二 的 位 似 变换 g， 
则 h=g。f 是 相似 比 为 1 的 相似 变换 , 从 而 是 保 距 变换 ,于 是 
f=g-1。h,g-! 也 是 位 似 变换 ,从 而 g-:, 都 是 仿 射 变换 ,因此 / 
是 仿 射 变换 

” 错 切 变换 取 定 平面 + 上 的 一 条 直线 1, 并 取 定 1 的 一 个 单位 
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法 向 量 n 以 及 与 /平行 的 一 个 向 量 w, 规 定 变 换 厂 : rz 为 :V 己 
EXx, 令 f(P) 是 满足 等 式 
PFCPy = (MP .mu 

的 点 , 其 中 M。 是 1 上 一 点 (请 注意 ,内 积 Mw 记 .与 Mo 在 1 上 的 
选择 无 关 ) , 称 此 变换 为 以 /为 错 切 轴 的 一 个 错 切 变换 . 

由 定义 看 出 , 错 切 轴 上 的 点 是 不 动 的 ; 轴 外 的 点 作 平 行 于 /的 
移动 ,在 n 所 指 的 一 侧 的 点 移动 方向 与 a 相同 , 另 一 侧 的 点 移动 方 
向 与 相反 ,移动 距离 与 点 到 / 的 距离 成 正比 ( 见 图 4. 4). 


fpP,) Bb 


图 4.4 


zx 一 0 的 错 切 就 是 恒 同 . 两 个 都 以 /为 轴 的 错 切 用 ,fi 的 复合 
f。 也 是 以 2 为 轴 的 错 切 .如果 wn 一样 ,并 且 分 别 由 wi ,wz 决定 ， 
则 fo。 五 由 nn 和 i 十 wz 决定 (请 自己 验证 ). 于 是 当 w 十 ws 二 0 时， 
fz° fi=id=f1° fe,Bh fi,f; 为 一 对 互 逆 的 可 道 变 换 . 

下 面 说 明 错 切 是 仿 射 变换 ,为 此 还 要 说 明 它 把 共 线 点 组 变 为 
共 线 点 组 ,只 需 对 三 个 共 线 点 Pi,P;,Ps 来 说 明 . 设 它们 在 直线 
时 

如 果 WYNL, 则 由 定义 看 出 ，f(P1) ,了 (Ps),f(Ps) 都 仍 在 HW 上. 
如 果 7 与 2 相交 于 一 点 Mo, 不 妨 设 Pi 不 是 Mo. 此 时 可 设 

MoP; = k MoP1 (= 1,2), 
则 
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Pf(P Y= (MoP; .oz = kMoPi .zz = hk PIfOP, 
于 是 和信 MoP;f (Pi) 与 人 MoP1f(P1) 相 似 , 从 而 Mo,f(P1),f(P;) 共 
线 . 于 是 f(P1),f(P;),f(P;) 共 线 ( 见 图 4. 4). 

一 个 自然 的 问题 : 平面 + 上 的 全 体 仿 射 变换 是 否 构 成 变换 
群 ? 因 为 仿 射 变换 的 复合 也 是 仿 射 变换 ,变换 群 的 条 件 (2) 已 成 立 ， 
只 用 再 检查 条 件 (1). 即 考察 一 个 仿 射 变换 f 的 逆 映 射 广 是 不 是 
把 共 线 点 组 变 为 共 线 点 组 ? 下 面 的 命题 回答 了 这 个 问题 . 

命题 4.2 在 仿 射 变换 下 ,不 共 线 三 点 的 像 也 不 共 线 . 

证 明 设 f 是 仿 射 变换 ， 4,B,C 三 点 不 共 线 . 用 反 证 法 , 假 
如 f(A),f(B),f(C) 共 线 , 它 们 在 直线 1 上. 则 4,B 决定 的 直线 
/ 上 的 每 一 点 的 像 都 在 1 上 ,4,C 决定 的 直线 !/; 上 的 每 一 点 的 像 
也 都 在 1 上 . 又 设 点 PP 不 在 LLUL; 上 , 则 过 PP 可 作 一 条 直线 ! , 它 
与 ,li 交 于 不 同 的 点 D1, D2, 则 fC(P),f(D1),f(D,) 共 线 ,而 
f(D1) ,f(D;) 都 在 1 上 ,从 而 f(P) 也 在 上 .于 是 ,x 上 任何 一 点 
的 像 都 在 :上 , 即 Fr)CL, 这 与 上 是 可 逆 变 换 矛 盾 . 这 个 矛盾 说 明 
f(A4),f(B),f(C) 不 共 线 .1 

设 仿 射 变换 f 的 逆 广 -把 共 线 的 三 点 A',B',C' 变 为 4,B,C， 
即 

f(A4')=A, f(B')=B, f(C')=C. 

命题 说 明 A,B,C 一 定 共 线 . 从 而 广 也 是 仿 射 变换 . 这 样 ,平面 x 
上 的 全 体 仿 射 变换 的 确 构 成 x 上 的 变换 群 , 称 仿 射 变换 群 . 

推论 仿 射 变换 把 直线 变 为 直线 ,并 保持 直线 的 平行 性 . 

证 明 设 ! 是 两 个 不 同 点 4,B 决定 的 一 条 直线 , 仿 射 变换 f 
把 4,B 分 别 变 为 A',B' ,它们 决定 直线 1, 则 上 的 每 一 点 PP 与 
A,B 共 线 ,从 而 f(P) 与 4',B' 共 线 , 即 在 1 上 ,于 是 FDCZ. 根 
据 命 题 4.2, 若 Q 上 《7, 则 f(Q) 与 4',B' 不 共 线 , 即 FCQ) 不 在 /上 . 
于 是 广 'W')CL. 因 为 f 是 满 的 , 必 有 ff(1)=7. 

当 直 线 站 Ni 时 ,站 2 一 儿 ,从 而 .FoD 站 7 一 杂 , 即 (41) 
/fCU2). 当 ,ls 相交 于 DD 点 时 , f(D) 是 f(0),f(2) 的 交点 .1 
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习题 4.1 


1. 如 果 f,g 都 是 平面 + 上 的 变换 ,使 得 8。 了 是 可 逆 变换 ,证 
明 f 是 单一 的 ,g 是 满 的 . 

2. 证 明 ; 如 果 ff: X>Y 是 可 逆 映 射 , 则 它 是 一 一 对 应 ,并 且 
它 的 逆 映 射 就 是 广 . 

3. 证 明 :, 如 果 f,g 都 是 可 道 映射 ,并 且 g。f 有 意义 , 则 g。 
了 也 是 可 道上 映射 ,并且 

(CE。 思 一 一 广 !。8 1. 

4. 设 mrs 是 两 个 转角 分 别 为 01,0; 的 旋转 ,中 心 分 别 为 O1, 
0:, 它 们 不 相同 . 

(1) 如 果 0 十 0 一 0( 或 360" 的 整数 倍 ) ;证 明 7 1 与 7 2 的 乘 积 是 
平移 ,并 求 平移 量 ; 

(2) 如 果 1 十 0; 不 是 360° 的 整数 倍 ,证 明 x 与 xr; 的 复合 仍 为 
旋转 ,并 求 中心 和 转角 . 

5. 平面 上 的 两 个 变换 f,g ,如 果 满 足 

85E。 了 一 了 。8， 
则 称 它们 是 可 交换 的 .下面 各 对 变换 是 否 可 交换 ? 

(1) 两 个 平移 ; 

(2) 中 心 相 同 的 两 个 旋转 ; 

(3) 中 心 不 相 同 的 两 个 旋转 ; 

(4) 一 个 平移 和 一 个 旋转 ; 

(5) 一 个 反射 和 一 个 平移 ,平移 量 平行 于 反射 轴 ; 

(6) 一 个 反射 和 一 个 平移 ,平移 量 垂直 于 反射 轴 . 

6. 设 4 和 /2 是 平面 x 上 的 两 条 不 同 直 线 , hh 和 分别 是 以 
它们 为 轴 的 反射 , 问 : 。7: 是 什么 变换 ? 〈 就 上 和 2 平行 和 不 平 
行 两 种 情形 讨论 . ) 

7. 求 一 个 反射 和 一 个 平移 的 乘积 ,分 别 讨论 : 

(1) 平移 量 平行 于 反射 轴 ， 
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(2) 平移 量 垂直 于 反射 轴 ; 

(3) 一 般 情形 . 

8. 设 / 是 平面 + 上 的 一 条 直线 , OE€Ll, 记 7 是 关于 1 的 反射 ， 
h 是 关于 O 的 中 心 对 称 . 

(1) 说 明 有 h。7,7。h 各 是 什么 变换 ? 

(2) 写 出 包含 h 和 7 的 最 小 的 变换 群 . 

9. 设 平面 + 上 的 线段 AB 和 CD 长 度 相等 ,请 构造 x 上 的 保 
距 变 换 , 它 把 4 变 成 B,C 变 成 D. 这 样 的 变换 有 几 个 ? 

10. 设 平面 x 上 给 出 四 个 不 同 点 4,B,C 和 DD. 请 构造 x 上 的 
相似 变换 , 它 把 4 变 成 B,C 变 成 万 .这 样 的 变换 有 几 个 ? 

11. 证 明 以 直线 /为 轴 的 一 个 斜 压缩 可 以 分 解 为 以 7 为 轴 的 
一 个 正 压 缩 和 以 / 为 轴 的 一 个 错 切 的 乘积 . 

斜 压 缩 ” 取 定 上 的 一 条 直线 7, 一 个 非 0 向 量 & 和 一 个 正 数 
&, 作 天 的 变换 上 6 : rx 为; Y AEx, 令 (4) 是 下 列 条 件 决定 的 
点 : 

(1) AE0CA) 与 u 平 行 ; 

(2) 6(4) 到 7 的 距离 

d(6(C4),0) 一 Ad(C4，0D); 

(3) 6(4) 与 4 在 /的 同一 侧 . 

称 变换 € 为 + 上 的 一 个 斜 压 缩 , 称 /为 压缩 轴 , 称 w 代表 的 方向 为 
压缩 方向 , 称 & 为 压缩 系数 ( 正 压 缩 和 错 切 都 是 斜 压缩 的 特殊 情 
形 ,它们 的 压缩 方向 分 别 垂直 和 平行 于 压缩 轴 )， 


8$ 2 仿 射 变换 基本 和 定理 


本 节 我 们 将 对 仿 射 变换 作 进 一 步 讨论 . 主要 结果 是 仿 射 变换 
基本 定理 ,从 它 可 推出 其 他 许多 性 质 . 基本 定理 也 是 仿 射 变换 的 许 
多 应 用 的 基础 . 本 节 的 难点 和 关键 是 仿 射 变换 决定 的 向 量变 换 的 
线性 性 质 . 
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2.1 仿 射 变换 决定 的 向 量变 换 


设 f: xr->Xx 是 平面 x 上 的 一 个 仿 射 变换 . 

设 ae 是 平行 于 的 一 个 向 量 , 则 可 在 x 上 找到 点 4,B, 使 得 
A 让 =a ,由 它们 的 f 像 f(A) 和 f(B), 得 到 向 量 fCA)fC(B). 4,B 
不 是 惟一 决定 的 ,如 果 C,DE 7 也 使 得 C 访 = ,不 妨 设 C,D 与 
A,B 不 在 同一 直线 上 , 则 有 平行 四 边 形 ABDC. 由 § 1 最 后 的 推论 
(第 184 页 ) ,得 

FAYFCB) N FCOFD) 和 fAVFC) 1 FB FD), 
即 有 平行 四 边 形 f(A4)f(B)f(D)f(C). 于 是 向 量 
f(A)FB) = fC FD). 

于 是 我 们 可 作出 以 下 定义 : 

定义 4.3 设 f 是 平面 x 上 的 仿 射 变换 , 则 对 于 任何 平行 于 x 
的 向 量 a ,规定 f(a )=f(4)f(B), 这 里 A,B 是 x 上 的 点 ,使 得 

AB=a. 

这 样 , 就 得 到 全 体 平行 于 7 的 向 量 集 合 上 的 一 个 变换 ( 它 也 是 
可 逆 变 换 , 请 读者 自己 验证 ) , 称 它 为 决定 的 向 量变 换 , 仍 记 作 f. 

从 定义 容易 看 出 : 

a 一 0 < 一 f(a)=0. 
定理 4.1 仿 射 变换 决定 的 向 量变 换 具 有 线性 性 质 , 即 


(1) Y 向 量 a,p， 
Ja 土 68) 一 Ja ) 士 8 ); (4. 1 ) 
(2) Y 癌 量 a ,V AER， 
fa)=Af (a ). (4. 2) 
证 明 (1) 取 r 上 点 4,B,C, 使 得 AB=a ,BC=8 , 则 AC= 
a 十 RB. 按照 定义 ， 


fla)=f(4)f(B), f(B) = f(B)f OC), 
flat+B)= f(A)fC) = (4)F(B) + f(B)F OC) 
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Fa ) 一 CC 一 6) 十 8)=Ja 一 6) 十 大 8)， 
移 项 得 fla—B)= f(a)— f(B). 
(2) 当 a =0 时 ，(4. 2) 两 边 都 是 0, 一 定 成 立 . 下 面 设 a 关 0. 


如 果 4 是 自然 数 , 则 可 用 (1)，: 
外 2 个 


一 一 
J (Ma ) 一 Ja 十 ea 十 … 十 a) 一 Je) 十 Je) 十 … 十 Tc) 
= Af (Ca ). 
如 果 4 是 正 有 理 数 ,并 设 4 二 n/m, 这 里 72 9 772 都 是 自然 数 , 则 
利用 对 自然 数 已 证 的 结果 ， 
mf (Ma ) = fmaa) = f(na) = nf(a), 


于 是 fQa) 一 一 fa) = Afla). 


如 果 4 是 负 有 理 数 ,， 4= 一 n/m, 则 
三 (一 Ma ) =— Af (a). 
再 由 
ja ) 十 8 一 2) 一 8 一 4)a) 一 0) 王 0， 
得 fa) 一 一 f(— Na) = Af (a). 

至 此 , 当 4 为 有 理 数 时 ,我 们 已 证 明 等 式 Fa ) 王 Me ) 是 成 
立 的 . 困难 在 于 (4. 2) 对 于 4 是 无 理 数 的 情况 ,下 面 用 对 有 理 数 
(4. 2) 成 立 和 有 理 数 的 稠密 性 来 证 明 它 . 先 作 一 些 准 备 . 

对 任何 实数 1 和 ac 天 0, 作 AB=a ,AC==Xa .因为 ha Ne ,所 
以 A,B,C 共 线 ,从 而 f(4),f(B),f(C) 共 线 , 于 是 

fa) = f(A)FC) 1 f(A4)f(B) = fla). 
又 因为 a 关 0, 所 以 有 惟一 实数 y, 使 得 flha )==pyfla ), 这 里 py 是 
被 人 和 ec 所 确定 的 .我 们 所 要 证 的 是 : 对 一 切 a 关 0 和 任何 4, 都 
有 LK=A. 

引 理 ” (1) 如果 对 a 关 0 和 实数 ,je )==pf(a ), 则 对 任何 
非 零 向 量 p ,都 有 f(4B )=pf(B )( 即 py 与 向 量 a 无 关 ); 

(2) 对 任何 a 关 0, 如 果 4 二 0, 则 p>0. 

证 明 (1) 如 果 8 与 a 不 共 线 , 作 
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AB = a, AC=8, AP = ha, AEF = 8; 
则 BE/ DE. 设 4',B',C',D',E' 依 次 是 4A,B,C,D,E 在 f 下 的 
像 点 (图 4. 5). 则 用 $1 末 的 推论 (第 184 页 ), BC /DP ,从 而 
用 相似 三 角形 的 理论 得 出 
(A',B',D') = (A’',C',E'). 
fpB) _ AFB _ AD _ fQa) 


于 是 fp) AG AB je) 六 
即 fp) = xf (8). 


图 4.5 


如 果 B 与 a 共 线 , 先 对 一 个 与 a 不 共 线 的 向 量 7Y 用 上 法 证 明 
f(A7Y )==pf(7Y ) ,再 证 明 ( 此 时 B 与 7 不 共 线 )f(4p8 )==pf (8 ). 
(2) 设 二 0, 假 设 f(V Xa )=vfla), 则 (用 (1) 的 结果 ) 
fAa)=f(VANV A aa) = VA a) = fa), 
即 X=»w 二 0 上 
现在 对 无 理 数 A 证明 (4. 2) 成 立 . 用 反 证 法 . 如 果 
fAa)= pfl(a), pA 
不 妨 设 jy 二 4 (>A 时 论证 类 似 , 请 读者 自己 完成 ), 由 有 理 数 的 稠 
密 性 ,在 开 区 间 (4,A 中 一 定 有 有 理 数 g, 则 
f((g— Na)= f(ga— ha) = f(ga)— f(a) 
=gf(a)— pfla) = (gq — fa). 
这 里 一 人 >0, 而 一 Ap<0, 与 引 理 的 (2) 了 矛盾 . 
至 此 ,定理 4. 1 的 证 明 全 部 完成 下 
推论 仿 射 变换 保持 共 线 三 点 的 简单 比 . 
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证 明 设 4,B,C 共 线 ， (4,B,C) 一 人 于 是 AB=4BC. 设 f 


是 仿 射 变换 , 则 
fA FB = fA4B) = Af BC) = 4B) FO)Y, 
即 (CFC4),FCB),FCC)) = | 


定理 4. 1 和 推论 表明 在 一 个 仿 射 变换 下 ,各 点 的 变化 情况 相 
互 之 间 是 有 很 大 的 牵制 关系 的 . 于 是 少数 点 的 变化 可 决定 其 他 点 
的 变化 . 例如 ， 当 4 变 为 A', B 变 为 B' 时 , 不仅 4B 直线 变 为 
A'B' 直 线 , 并 且 线 上 点 的 顺序 关系 、 位 置 关 系 都 保持 不 变 . 线段 
AB 变 为 线段 4'B' ,AB 的 中 点 变 为 A'B' 的 中 点 . 又 如 入 4ABC 变 
为 人 f(A4)f(B)f(C), 内 部 变 内 部 ,各 边 变 为 对 应 边 , 且 各 边 中 点 
变 为 对 应 边 中 点 ，A4BC 的 重心 变 为 人 f(A4)f(B)f(C) 的 重心 等 
等 . 


2.2 仿 射 变换 基本 定理 


从 伪 射 变换 导出 的 向 量变 换 的 线性 性 质 ,容易 得 到 仿 射 变换 
的 基本 定理 . 这 个 定理 反应 了 仿 射 变换 的 本 质 特点 . 

定理 4. 2 〈 仿 射 变换 基本 定理 ) 设 z 是 一 张 平面 . 

(1) 如 果 f: x 一 x 是 仿 射 变换 , T=[O;e1,ez] 是 x* 上 的 一 个 
仿 射 坐 标 系 , 则 T==[f(O);f(e1),f(e2)] 也 是 xx 的 仿 射 坐标 系 ,并 
且 VPEr'P 在 了 7 中 的 坐标 和 f(P) 在 7T' 中 的 坐标 相同 ，; 

(2) 任 取 x 上 两 个 仿 射 坐标 系 T=[O;e1,esj 和 了 '=[0O' ;ei， 
e?] ,规定 三: A>A 如 下 : vy PEzx, 设 PP 在 I 中 的 坐标 是 (zx,y), 令 
f(P) 是 在 7' 中 坐标 为 (z,y) 的 点 , 则 f 是 仿 射 变换 . 

证 明 (1) ei 与 e: 不 共 线 , 则 用 命题 4. 2 和 向 量变 换 的 定义 
得 出 Fei) 与 Fe:) 不 共 线 ,从 而 LFCO) ;Fei) ,ez:)] 为 仿 射 坐标 
系 . 

设 己 在 了 中 的 坐标 为 (z,y), 则 G 户 = ze 十 ye:, 用 定理 4. 1， 
有 


f(O)f(P) = zf Cei) + yf es), 
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即 f(P) 在 I' 中 的 坐标 也 是 (zx,y). 

(2) 由 于 在 给 定 坐 标 系 后 ,点 到 它 的 坐标 这 种 对 应 给 出 了 平 
面 到 全 体 二 元 有 序 组 集合 的 一 一 对 应 关系 ,所 以 规定 的 变换 f 是 
可 逆 变 换 . 又 因为 点 组 的 共 线 性 可 由 它们 的 坐标 (不 论 是 哪个 坐标 
系 中 的 坐标 ) 决 定 , 所 以 f 是 保持 点 组 的 共 线 性 的 . 按 定义 ，f 是 
仿 射 变换 . 1 

定理 4. 2 的 基本 性 在 于 从 它 可 以 推出 仿 射 变换 的 其 他 性 质 ， 
它 也 是 仿 射 变换 应 用 的 基础 . 

在 理解 基本 定理 的 丰富 内 涵 时 请 注意 下 面 两 点 : 

1. 基本 定理 表明 了 仿 射 变换 的 局 部 决定 整体 的 特征 . 定理 指 
出 ,对 xx 上 任意 两 个 仿 射 坐标 系 了 和 也 ,存在 惟一 仿 射 变 换 把 了 工 变 
为 也 . 基本 定理 中 (2) 说 明了 存在 性 , (1) 说 明了 惟一 性 , 即 (2) 中 所 
规定 的 仿 射 变换 f 是 把 了 变 为 I' 的 惟一 变换 . 

这 个 断言 也 可 叙述 为 : 对 于 平面 r 上 两 个 不 共 线 点 组 A,B， 
C 和 4' ,B' ,C' ,存在 惟一 仿 射 变换 把 4 变 为 A',B 变 为 B',C 变 
为 C'. 现在 我 们 可 以 说 ; 任何 三 角形 都 可 以 看 作 正 三 角形 在 仿 射 
变换 下 的 像 .于 是 本 章 开始 的 那个 例子 就 可 以 有 严密 的 论证 了 (请 
读者 自己 完成 ). 

2. 定理 中 对 把 了 变 为 I' 的 仿 射 变换 给 出 了 用 坐标 表达 的 具 
体形 式 , 这 就 是 用 坐标 法 研究 仿 射 变换 的 基础 . 

下 面 的 内 容 都 是 仿 射 变换 基本 定理 的 应 用 . 


2.3 关于 保 距 变换 


命题 4.3 ”如果 和 平面 + 上 两 个 三 角形 人 A4BC 和 A4'B'C' 金 
等 , 则 把 人 A4BC 变 为 A4'B'C' (每 个 顶点 变 为 对 应 顶点 ) 的 仿 射 变 
换 是 保 距 变换 . 
”证 明 应 用 基本 定理 中 “惟一 性 ”部 分 ,只 用 说 明 存在 保 距 变 
换 把 八 ABC 对 应 地 变 为 人 A'B'C'. 
先 作 平 移 p 把 4 变 到 4' ,再 以 4' 为 中 心 , 作 旋 转 r 把 p(B) 
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变 为 B' (因为 4(4A',p(B))=d(p(A), p(B))=ad(A,B)= 
d(A',B'), 所 以 这 样 的 7 存在 ). 此 时 
人 A'B'r(p(C)) A 人 A'B'C', 

于 是 ,或 者 r(p(C))==C' ;或 者 rC(p(C)) 与 C' 关 于 4'B' 直 线 对 称 . 
对 于 第 一 种 情形 ,复合 变换 +。p 把 人 ABC 变 为 人 A'B'C' ;对 于 第 
二 种 情形 ,再 规定 了 是 以 A'B' 直 线 为 轴 的 反射 , 则 ”7。r。p 把 
和信 ABC 变 为 人 A'B'C'. 于 是 把 八 ABC 变 为 人 A'B'C' 的 仿 射 变换 
或 为 >。z ,或 为 7。r。z, 它 总 是 保 距 变换 .， | 

推论 ”任何 保 距 变 换 都 可 分 解 为 平移 、 旋 转 及 反射 的 复合 . 

(这 从 命题 4. 3 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 . ) 


2.4 二 次 曲线 在 仿 射 变换 下 的 像 


设 曲 线 研 在 某 个 仿 射 坐标 系 了 中 有 方程 f(x,y)=0, 在 某 个 
仿 射 变换 f 下 , 醋 的 像 为 OT). 则 了 f(T) 在 坐标 系 7T'=f(I1) 中 有 
方程 f(z,y)==0. 反 之 ,如 果 两 条 曲线 厂 和 六 分 别 在 仿 射 坐标 系 
I 和 了 ' 中 的 方程 都 是 F(x,y)==0, 则 把 了 变 为 1 的 仿 射 变换 把 芽 
变 为 区. 
把 这 些 结果 用 到 二 次 曲线 上 ,我 们 有 
命题 4.4 平面 x 上 两 条 二 次 曲线 古 与 (不 是 空 集 ) 是 同 
类 二 次 曲线 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 仿 射 变换 f ,使 得 
A 
证 明 充分 性 . 设 本 在 I 中 有 方程 f(x,y)= 二 0, 则 区 在 7'= 
f(7) 中 的 方程 也 为 f(x,y)=0. 由 于 二 次 曲线 的 方程 决定 它 的 类 
型 ,本 与 一定 是 同类 的 . 
必要 性 . 根据 第 三 章 中 的 结果 ,对 每 条 二 次 曲线 (不 是 空 集 ) 
都 可 以 找到 一 个 仿 射 坐 标 系 , 使 得 它 有 以 下 7 种 形式 之 一 的 方程 : 
z2 十 办 一 1， Z2 十 办 一 0， z2 一 只 一 1， rT:— y=0, 
0 
并 且 不 同 的 形式 代表 了 不 同 的 类 型 . 于 是 当 械 与 丰 同 类 时 ,它们 
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可 在 不 同 坐标 系 中 有 相同 的 方程 ,从 而 存在 仿 射 变换 把 卫 变 为 
rm. i 

由 于 二 次 曲线 的 方程 还 决定 (或 可 求 出 ) 其 仿 射 特征 , 当 仿 身 
变换 f 把 二 次 曲线 厂 变 为 "时 ,有 

(1) 械 的 对 称 中 心 ( 若 存 在 ) 的 f 像 是 让 的 对 称 中心 ; 

(2) 看 & 代表 了 民 的 渐 近 方向 , 则 f(w) 代 表 了 六 的 渐 近 方 
癌 ; 

(3) 若 1 是 本 的 切线 , 则 FOOD 是 书 的 切线 ; 

(4) 若 u 不 代表 醋 的 渐 近 方向 ,/ 是 z 关于 盖 的 共 斩 直径 , 则 
f() 是 ju) 关于 书 的 共 斩 直径 ; 

(5) 若 Ul ,Us 关于 卫 共 斩 , 则 f(w) ,fl(wz) 关 于 必 共 斩 . 


2.5 仿 射 变换 的 变 积 系数 


下 面 讨 论 在 仿 射 变 换 下 图 形 面积 的 变化 规律 . 仿 射 变换 要 改 
变 线段 的 长 度 ( 除 非 它 是 保 距 变 换 ), 从 而 要 改变 图 形 的 面积 . 线段 
长 度 的 变化 情况 与 它 的 方向 有 关 ( 除 非 它 是 相似 变换 ) ,而 图 形 面 
积 的 变化 是 受到 各 方面 长 度 变化 的 影响 ,我 们 要 证 明 : 

命题 4.5 在 同一 仿 射 变换 f : x->x 下 ,x 上 不 同 的 图 形 ( 可 
计 面 积 的 ) 面 积 的 变化 率 相同 , 即 存在 由 变换 f 决定 的 常数 o, 使 
得 任 一 图 形 S 的 像 /(S) 的 面积 是 S 面积 的 o 倍 . 

这 个 常数 c 称 为 f 的 变 积 系数 . 

对 于 一 些 特 殊 的 仿 射 变 换 , 命 题 4. 5 的 结论 是 明显 的 . 例如 当 
f 是 平移 .旋转 或 反射 时 ,， f(S) 与 5 全 等 ,从 而 c=1, 保 距 变 换 作 
为 这 些 变换 的 复合 ,也 不 改变 面积 . 

相似 比 为 的 相似 变换 f 的 c=&; 压 缩 系 数 为 的 正 压缩 了 
的 c 一 &. 

对 于 一 般 的 仿 射 变换 ,我们 来 说 明 它 总 是 可 分 解 为 上 面 这些 
特殊 变换 的 复合 ,从 而 完成 命题 4. 5 的 证 明 . 

引 理 1 如 果 仿 射 变换 及: x-~>x 把 某 一 个 圆周 S! 变 为 等 半 
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径 的 圆周 , 则 了 是 保 距 变换 . 
证 明 VY A,BEx, 可 在 S! 上 找到 一 点 C, 使 得 AB//OC(O 
是 圆心 ) , 设 4 记 =t CC( 图 4. 6). 此 时 由 定理 4. 1， 
FA FBS = 1 FCO FT, 


于 是 
a(f(A),f(B))= ltlada(f (0),fC)) = lid(0,0)| = ad(A,B), 
因此 f 是 保 距 变换 . | 


We f(B) 
A 


f(O) 


图 4.6 


引 理 2 每 个 仿 射 变换 都 可 分 解 为 一 个 保 距 变换 和 两 个 正 压 
缩 的 乘积 . 

证 明 设 f: x>x 是 一 个 仿 射 变换 , 取 x 上 的 一 个 单位 圆周 
S1, 则 f(S!) 是 一 个 椭 俩 , 设 其 长 短 半 轴 分 别 为 a 和 6. 作 正 压缩 
锯 ,&, 它 们 分 别 以 短 轴 和 长 轴 为 压缩 轴 , 以 a 和 2 为 压缩 系数 , 则 
(&1)-，。(&,)-'。f(S') 是 一 个 单位 圆周 . 根据 引 理 1， 

h=(é) !° (€,) 1!ef 
是 一 个 保 距 变 换 , 于 是 得 到 f 的 分 解 式 ; /一 和。 和 | 
命题 4.5 的 证 明 设 f 是 一 个 仿 射 变换 ,， f=,。é&1。h 是 引 
理 2 中 所 说 的 分 解 式 . 对 一 个 图 形 ,以 M(5) 表 示 其 面积 , 则 
M(f(5))= M(é, °» €° h(5)) 
= bM(é, 。 h(E3)) 
= abM(h(E)) = abM (Ss), 
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其 中 a,6 是 与 无 关 的 常数 ,ab 即 命题 中 的 常数 o。 | 


习 题 4.2 


1. 证 明 : 如 果 一 个 仿 射 变换 f 满足 下 列 条 件 之 一 , 则 f 是 相 

(1) f 把 某 一 个 三 角形 变 为 与 之 相似 的 三 角形 ， 

(2) f 保持 角度 ， (3) f 保持 垂直 关系 ， 

(4) 某 个 圆 的 三 像 还 是 圆 ; 

(5) 有 两 个 不 平行 的 向 量 在 了 作用 下 它们 的 长 度 改变 的 倍数 
相同 . 

2. 如 果 -A 和 B 是 两 个 不 同 的 点 ,它们 在 仿 射 变换 f 下 都 不 
变 , 证 明 在 直线 AB 上 的 每 个 点 在 f 下 都 不 变 . 

3. 如 果 /! 是 仿 射 变换 f 的 一 条 不 变 直 线 ( 即 f() 和 /是 同一 
直线 ), 4 和 BB 是 不 在 上 的 两 个 不 同 的 点 ,; 则 A 和 2B 在 i 的 同 侧 
的 充分 必要 条 件 是 14(4) 和 f(B) 在 7 的 同 侧 . 

4. 设 /是 仿 射 变换 ，! 是 一 条 直线 , 4 和 B 是 线 外 两 点 .证 
明 ; A 和 B 在 /的 同 侧 =>f(4) 和 fC(B) 在 f() 的 同 侧 . 

5. 设 在 仿 射 变换 f 下 ,直线 1 变 为 自己 (fQ)== 站 ,点 4 不 在 
/ 上 . 试 证 明 : 

(1) 如 果 向 量 AfCA) 1/1, 则 VY P,PFCP》 Yl; 

(2) 如 果 4 和 4) 在 的 同 侧 , 则 VZ,P 和 CCP) 在 /的 同 
侧 . 

6. 证 明 : 任何 仿 射 变换 都 可 分 解 为 一 个 相似 变换 和 一 个 正 
压缩 的 乘积 . 

7. 证 明 : 任何 仿 射 变换 三 都 可 作 分 解 : f=g。h, 其 中 &g 为 
一 个 相似 变换 ,h 保持 一 条 直线 上 的 每 个 点 都 不 动 . 

8. 证 明 : 每 个 位 似 变换 都 可 分 解 为 两 个 正 压 缩 的 乘积 . 

9. 设 生 是 一 条 抛物 线 ,点 PETT, 试 证 明 存 在 仿 射 变换 f, 使 
得 f(T)=T, 但 f(P) 是 顶点 . 
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10. 设 工 是 一 个 椭圆 , ;和 /是 一 对 共 轿 直径 , 试 证 明 存在 仿 
射 变换 f ,使 得 f(T)= 本 ,但 fC() 和 fC) 是 两 条 对 称 轴 . 

11. 对 于 给 定 的 两 个 梯形 ,存在 仿 射 变换 f ,把 其 中 一 个 梯形 
变 成 另 一 个 梯形 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 

12. 用 尺 规 画 出 下 列 图 形 在 仿 射 变换 下 的 像 : 

(1) 正六 边 形 ABCDEF ,已 知 其 中 三 个 顶点 的 像 ; 

(2) 正 五 边 形 A4BCDE ,已 知 其 中 三 个 顶点 的 像 . 

13. 说 明 保持 某 一 条 直线 上 的 每 个 点 都 不 动 的 仿 射 变换 或 是 
以 此 直线 为 压缩 轴 的 斜 压 缩 ,或 是 一 个 这 样 的 斜 压 缩 和 关于 此 直 
线 的 反射 的 乘积 . 

14. 写 出 下 列 仿 射 变换 的 变 积 系数 : 斜 压 缩 、 滑 反射 \ 错 切 、 
相似 . 


8$ 3 用 坐标 法 研究 仿 射 变换 


仿 射 变换 基本 定理 使 得 我 们 能 够 很 方便 地 用 坐标 来 描绘 一 个 
仿 射 变换 ,从 而 可 用 解析 的 方法 研究 仿 射 变换 . 


3.1 仿 射 变换 的 变换 公式 

设 f: x>x 是 一 个 仿 射 变换 . 

取 定 x 上 的 一 个 仿 射 坐标 系 了 =[O;el,ezj, 我 们 先 来 分 析 一 
个 点 P 的 坐标 与 像 点 f(P) 的 坐标 的 关系 . 

记 也 一 LO) ;f (ei) ;了 (es)j, 设 PF 在 了 中 的 坐标 为 (zx,y) , 则 
由 基本 定理 知道 f(P) 在 了 中 的 坐标 也 是 (xz,y). 于 是 可 通过 坐 
标 变换 公式 来 求 /A(P) 在 了 中 的 坐标 . 记 了 到 了 的 过 渡 和 矩阵 为 

dll 12 
区 | 
f(O) 在 I 中 的 坐标 为 (51,6;), 则 由 第 三 章 中 点 的 坐标 变换 公式 
(3. 2b) ,fC(P) 在 I 中 的 坐标 (zx’',y') 为 
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Z' 一 QZ 十 alzy 十 01， 
(4. 3) 
y 一 az 十 azzy 十 202. 
称 此 公式 为 仿 射 变换 f 在 坐标 系 了 中 的 点 (坐标 的 ) 变 换 公式 , 称 
矩阵 4 为 f 在 坐标 系 了 中 的 变换 和 矩阵. 
仿 射 变换 的 点 变换 公式 形式 上 和 点 的 坐标 变换 公式 完全 相同 
(本 来 前 者 就 是 利用 后 者 得 来 的 ) ,但 意义 不 同 , 它 是 用 点 的 坐标 
(出 现在 右边 ) 求 像 点 的 坐标 (出 现在 左边 ) 的 关系 式 . 
类 似 可 得 仿 射 变换 在 坐标 系 了 中 的 向 量 ( 坐 标的 ) 变 换 公 式 ， 
和 = anz 十 &l2y， (4. 4) 
| y' 一 A217 十 Zazzy。 
(4. 4) 也 可 用 和 卸 阵 乘积 形式 给 出 
,= bb | 
其 中 (Cz,y) 是 一 个 向 量 a 在 了 中 的 坐标 ,(z’,y ) 是 f(a ) 的 坐标 . 
设 一 条 曲线 本 在 了 中 的 方程 为 F(z,y) 二 0, 求 其 像 f(T) 的 
方程 的 方法 为 : 从 公式 (4. 3) 反 解 出 x,y 用 zx',y 表示 的 函数 式 ， 
代入 F(x,y)= 二 0, 就 得 到 A(T) 的 方程 . 
请 读者 注意 ,在 仿 射 变换 下 图 形 方程 的 变化 规律 与 在 坐标 变 
换 下 图 形 方程 的 变化 规律 的 不 同 处 ,并 理解 其 内 在 联系 . 在 应 用 中 
不 要 混淆 . 
例 4.1 已 知 在 仿 射 坐标 系 了 中 , 仿 射 变换 f 的 点 变换 公式 
为 
Z' 一 4r 一 37 一 5， 
ee a 
直线 的 方程 为 3z 十 ?一 1 一 0, 求 1() 的 方程 . 
解 方法 1. 从 变换 公式 反 解 出 
- 一 一 2z' 十 3y 一 16， 
yy 一 一 3zZ 十 4y 一 23， 
代入 /的 方程 : 
197 


3( 一 2z' 十 3y 一 16) 十 (一 3z 十 47 一 23) 一 1=0， 
整理 后 得 9x' 一 13y' 十 72=0, 于 是 /CD) 的 方程 为 
%z — 13y 十 72=0. 
方法 2 (待定 系数 法 ). 设 Fi) 的 方程 为 4r 十 By 十 C==0, 用 
变换 公式 (4. 5) 代 入 得 到 / 的 方程 
4(4z 一 3y 一 5) 十 BC3z 一 2y 十 2) 十 CC 一 0. 
它 与 3z 十 > 一 1=0 都 是 /的 方程 ,于 是 


ee 


从 上 式 左边 等 式 解 出 134 十 9B=0, 即 4 : B=9 : 一 13, 再 用 右边 
的 等 式 求 出 A : C=1 : 8. 取 4 过 9, 则 B= 一 13,C=72, 得 fQ) 的 
方程 ， 
9z — 13y 十 72==0. 
方法 3 先 求 出 1 上 一 点 P1(0,1), 平 行 于 /的 一 个 向 量 
u(1, 一 3). 用 点 变换 公式 (4. 5), 求 出 f(P1) 的 坐标 (一 8,0), 由 
(4. 5) 得 向 量变 换 公 式 : 
Z 一 4z 一 3y 一 5， 
多 一 3z 一 2y 十 2. 
用 它 求 出 f(w) 的 坐标 (13,9) ,由 此 写 出 f(7) 的 标准 方程 : 


z+8_y 
13 9， 


其 一 般 方程 为 : 9z< 一 13y 十 72 王 0. 

例 4.2 在 仿 射 坐标 系 了 中 , 仿 射 变换 了 把 直线 z 十 y 一 1 一 0 
变 为 2t 十 y 一 2 二 0, 把 直线 + 十 2y= 二 0 变 为 + 十 y 十 1 二 0, 把 点 
(1,1) 变 (2,3), 求 f 在 I 中 的 变换 公式 . 

解 方法 1 (待定 系数 法 ), 假设 所 求 变换 公式 为 

Z 一 QZ 十 ay + hi, 
y 一 az 十 azy 十 02， 
然后 用 条 件 决定 其 中 的 6 个 系数 ay 和 6. 
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由 于 了 f 把 直线 xz 十 y 一 1==0 变 为 2z 十 y 一 2 王 0, 即 直线 2z 十 y 
一 2 二 0 的 原 像 是 x 十 y 一 1==0, 从 而 直线 
2(aiz 十 aizy 十 2) 十 (cs 十 ay 十 2) 一 2 一 0 
就 是 直线 x 十 y 一 1==0, 于 是 
2cil 十 ai :2aiy 十 az : 20 十 0 一 2 一 1:1: 一 1， 
即 
2all 十 azl = 2a12 十 422， 
2all 十 az 一 一 〈201: 十 02 一 2). 
类 似 地 ,由 f 把 直线 x 十 2y==0 变 为 zx 十 ?十 1 一 0, 可 得 到 
al 十 ca:az 十 az:p 十 2 十 1 一 1:2:0， 
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即 
2(a1 十 421) = alz 十 azz， 
pb 十 2 十 1 一 0, 
再 由 了 把 点 (1,1) 变 (2,3) ,得 到 
al 十 az 十 2 一 2， 
Qz1 十 azz 十 22 一 3. 
从 上 面 这 6 个 方程 解 出 : 
Za 一 3， al 一 1， 0 一 一 2， 4 一 一 1]， az=3, 0 一 1， 
于 是 所 求 变换 公式 为 
bs rn le 
A 
这 个 方法 很 容易 想到 (中 学 课程 中 常用 ) ,但 是 计算 量 很 大 .下 
面 介绍 一 个 简捷 的 方法 . 
方法 2. 把 点 (x,y) 经 过 变换 得 到 的 像 点 的 坐标 x',y' 看 作 z， 
y 的 函数 ,用 条 件 来 决定 变换 公式 . 
直线 2x 十 y 一 2=0 的 原 像 是 x 十 y 一 1==0, 从 而 2z' 十 y 一 2 一 
0 和 zz 十 y 一 1=0 是 同一 条 直线 的 方程 ,因此 存在 数 *, 使 得 
2z' 十 y 一 2 一 SC 十 y 一 1). 
再 由 f 把 点 (1,1) 变 (2,3), 用 z=1,y==1,x' = 二 2,y' 二 3 代入 , 求 出 
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5 二 5, 
同 理 , 直 线 x 十 y 十 1=0 的 原 像 是 x 十 2y 二 0, 存 在 数 ,使 得 
T+ 十 yy 十 1 =t(z 二 2y). 
用 X=1yy=1yr'=2,Yy =3 代入 ,得 到 :上 = 2. 于 是 得 到 方程 组 
人 十 yy 一 2 一 5(z 十 yy 一 1)， 
7 十 yy 十 1 = 二 2(z 十 2y)， 
= 37 2 


解 之 得 y 一 一 十 3y 十 1. 


3.2 变换 矩阵 的 性 质 


dll 412 


在 变换 公式 (4. 3) 和 (4. 4) 中 ,变换 箱 阵 A 一 | “ | 是 关键 


因素 ,现在 来 讨论 它 的 几 个 重要 性 质 . 主要 是 回答 下 面 两 个 问题 

问题 1. 已 知 两 个 仿 射 变换 在 仿 射 坐标 系 了 中 的 变换 矩阵 , 怎 
么 求 它 们 的 乘积 的 变换 矩阵 ? 

问题 2. 已 知 仿 射 变换 f 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 的 变换 矩阵 ， 
怎么 求 f 在 其 他 仿 射 坐标 系 中 的 变换 矩阵 ? 

根据 定义 ,在 仿 射 坐标 系 了 中 仿 射 变换 /的 变换 矩阵 也 就 是 
7 到 f(7) 的 过 渡 窍 阵 , 因 此 它 的 两 个 列 向 量 分 别 为 了 的 坐标 向 量 
Cl1yCE2 的 像 f(el),f(e;) 在 了 中 的 坐标 . 

引 理 设 I 和 了 7, 是 平面 x 上 的 两 个 仿 射 坐标 系 ,它们 分 别 被 
仿 射 变换 f 变 为 和 了 , 则 工 到 7 的 过 渡 和 矩阵 与 7 到 了 的 过 渡 
矩阵 相同 . 

证 明 设 工 到 了 的 过 渡 和 矩阵 为 

4=[ | 
1 的 坐标 向 量 为 e1,e2, 则 (aii,azi) 是 @i 在 1 中 的 坐标 ,根据 基本 
定理 , I 的 坐标 向 量 fle;) 在 =f(11) 中 的 坐标 也 是 (a1,az)， 
i 二 1,2. 于 是 4 也 就 是 了 到 I 的 过 渡 和 矩阵 ， | 
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推论 ” 仿 射 变换 f 把 坐标 系 了 变 为 1, 则 /在 也 中 的 变换 抢 
阵 就 是 f 在 了 中 的 变换 矩阵. 

证 明 让 引 理 中 的 卫 =7,1;=T' =f(7). 此 时 

T=I, 1,= f(7'). 

于 是 1 到 I 的 过 渡 和 矩阵 即 f 在 了 中 的 变换 矩阵 , 到 了 的 过 渡 
矩阵 即 f 在 7' 中 的 变换 矩阵 . 由 引 理 ,这 两 个 变换 矩阵 相等 1 

下 面 先 来 回答 问题 1. 

命题 4.6 如果 仿 射 变换 f,g 在 仿 射 坐标 系 工 中 的 变换 矩阵 
分 别 为 4 和 B, 则 它们 的 乘积 gs。j 在 了 中 的 变换 矩阵 为 B4. 

证 明 右面 的 图 表 画 出 了 I,f(D， 1 -4 fn) 
g (1) 和 g(f(7)) 这 4 个 坐标 系 , 租 头 旁 
标 出 的 是 相应 的 过 渡 和 矩阵 . 下 行 g(7) 到 | | 
g(f(7)) 的 过 渡 和 矩阵 和 上 行 1 到 f(D 的 ”gg(f(7)) 
过 渡 和 矩阵 都 是 4, 这 是 应 用 引 理 (对 变换 
g) 得 到 的 . g。f 在 I 中 的 变换 矩阵 即 坐 标 系 了 到 g(f(7)) 的 过 渡 
矩 阵 , 它 就 是 Bh. | 

* 注 为 了 加 深 对 命题 4. 6 的 理解 ,建议 读者 再 采用 另 两 种 途 
径 来 考察 . 

(1) 从 定义 来 看 , 设 g。f 在 I 中 的 矩阵 为 C, 则 C 的 第 1 列 
即 了 的 坐标 向 量 el 的 像 g(f (el)) 在 I 中 的 坐标 ,用 公式 (4. 4)， 


Fe 在 1 中 的 坐标 为 4| ,| ,四 此 g(f (ei)) 在 I 中 的 坐标 为 


B54| "| 类 似 地 , C 的 第 2 列 为 B4| " |, 于 是 


[pa o-m 


(2) 也 可 从 (4. 4) 式 来 看 ,对 向 量 wuCz,y),g (flw)) 的 坐标 为 


cf 而 f(u) 的 坐标 为 4| "| ,从 而 gCf(u)) 的 举 标 应 为 sa| ”| 
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于 是 对 任何 zCz,y)， 
co -a 
从 而 C 一 48. 


推论 ”如 果 仿 射 变换 f 在 仿 射 坐标 系 了 中 的 变换 矩阵 为 4， 
则 它 的 逆 变 换 广 :在 工 中 的 变换 矩阵 为 41， 

证 明 设 广 :的 变换 矩阵 为 下 , 则 BA 是 广 :。 太 一 id 的 变换 
矩阵 . 从 定义 看 , id 的 变换 矩阵 应 为 单位 矩阵 , 即 B4 一 已 ,有 一 
A'. | 

下 面 的 命题 回答 了 问题 2. 

命题 4.7 设 仿 射 变换 /在 仿 射 坐标 系 7 中 的 变换 矩阵 为 4， 
7 到 仿 射 坐标 系 忆 的 过 渡 和 矩阵 为 豆 , 则 在 居中 的 变换 矩阵 为 
ran I -> f0) 

证 明 把 涉及 到 的 坐标 系 以 及 它们 之 
间 的 过 渡 和 矩阵 用 右边 了 的 图 表 画 出 . 两 侧 的 li 
矩阵 相同 ,这 是 应 用 引 理 而 得 . r— fo) 

f 在 I 中 的 变换 矩阵 就 是 7 到 f(7') 的 
过 渡 和 矩阵 . 利用 过 渡 和 矩阵 的 性 质 ,从 下 面 的 过 渡 和 矩阵 序列 

rh DD > fo7) 
即 可 得 出 结论 。 | 
. 线性 代数 中 称 矩 阵 4 和 HH~1AH 为 相似 关系 . 因此 命题 4. 7 
也 就 是 说 ,同一 个 仿 射 变换 在 不 同 坐标 系 中 的 变换 矩阵 相似 ,并 且 
可 用 这 两 个 坐标 系 间 的 过 湾 和 矩阵 实现 这 个 相似 关系 . 

推论 一 个 仿 射 变换 广 在 不 同 坐标 系 中 的 变换 矩阵 的 行列 
式 相等 . 

(因为 相似 的 矩阵 行列 式 相同 ; IH8-14H|=|H71|141IH|= 
14|.) 

仿 射 变换 的 变换 矩阵 的 行列 式 是 具有 很 强 几 何 意义 的 一 个 数 
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量 . 
设 在 一 个 仿 射 坐标 系 了 二 [O;el,ezj 中 , 仿 射 变换 了 的 变换 矩 


阵 为 
天 到 区 | 
C21 G22 


fle1) X fles)= (aunei 十 azitez) X (alzel 十 a22€2) 
= (a1Qzz 一 alzazl)el X ez 一 |4|el X ez 

于 是 |4| 的 正 负 性 反映 了 了 和 AZ) 的 定向 关系 .如 果 |4|>0, 则 7 
和 f(7) 定 向 相同 ,此 时 称 f 是 第 一 类 仿 射 变换 ;如 果 |4| 二 0, 则 了 
和 f(7) 定 向 不 同 ,此 时 称 了 是 第 二 类 仿 射 变换 . 

le Xes| 和 |f Ce1) Xx f Ce,) | 分 别 是 了 和 f(7) 的 两 个 坐标 向 量 
所 夹 平行 四 边 形 和 允 的 面积 . 显然 , = 二 (5) ,于 是 f 的 变 积 
系数 


则 


|f(e1) X fe,)| 
i 
即 有 

命题 4.8 ” 仿 射 变换 的 变 积 系 数 等 于 它 的 变换 矩阵 的 行列 式 


的 绝对 值 . 


3.3 仿 射 变换 的 不 动 点 和 特征 向 量 

设 f: x>x 是 一 个 仿 射 变换 . 点 PEx, 如 果 P 忆 在 f 下 不 动 ， 
即 f(P)==P, 就 称 PP 为 f 的 一 个 不 动 点 . 如果 非 零 向量 w 与 Fa) 
平行 , 则 称 w 为 f 的 一 个 特征 向 量 ; 此 时 有 惟一 实数 4, 使 得 Fw) 
一 和 , 称 1 为 & 的 特征 值 . 不 动 点 和 特征 向 量 都 是 应 用 中 常见 的 概 
念 . 下面 用 坐标 法 对 它们 作 计 算 和 讨论 . 

设 f 在 仿 射 坐标 系 了 中 的 点 变换 公式 如 (4. 3) ,变换 矩阵 为 

区 | 
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1. 特征 向 量 与 特征 值 
. 设 非 零 向 量 w 在 了 中 的 坐标 为 (zo,yo), 则 w 是 了 的 特征 问 
量 , 并 以 4 为 特征 值 ,就 是 有 等 式 
人 十 alzyo = Aro， 
CQ21Zo 十 &22yo = 4yo， 
即 (ze,yo) 是 齐 次 线性 方程 组 
| 一 4)Z 十 aizy 一 0， 
az 十 (az 一 4) 一 0 
的 非 零 解 ,因此 4 满足 


211 一 A Ql12 


际 


221 Qazz 一 人 
于 是 可 先 求 出 特征 值 4. 这 样 就 得 到 求 特征 向 量 和 特征 值 的 如 下 
步骤 (参见 第 三 章 § 5)， 
步 邓 1. 先 求 特征 值 . 即 求 下 面 的 二 次 方程 ( 称 为 特征 方程 ) 
A 一 (au 十 azwz)4 十 |4I|=0 (4. 6) 
的 解 . 此 方程 的 判别 式 为 
A 一 (all az)’ — 4|4|. 
当 f 是 第 二 类 仿 射 变换 时 ,显然 , A 之 0,， 因 此 一 定 有 两 个 不 相等 
的 特征 值 (它们 的 乘积 为 |4|). 对 于 f 是 第 一 类 仿 射 变换 的 情 
形 , 特 征 值 最 多 有 两 个 ( 当 A>0 时 ,这 两 个 特征 值 的 乘积 为 |4|)， 
也 可 能 没有 ( 当 A<0 时 ) 或 只 有 一 个 | 当 A=0 时 ,这 个 特征 值 为 
.2 E 
步骤 2. 求 特 征 向 量 . 对 求 出 的 每 个 特征 值 4, 齐 次 线性 方程 
组 
(all 一 4) 并 十 alzy = 0， 
Ce 二 (aw 一)y 一 0 (0 
的 非 零 解 就 是 以 4 为 特征 值 的 特征 向 量 . 
例 4.3 设 了 是 位 似 变 换 , 位 似 比 为 bn, 求 了 的 特征 向 量 及 特 
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征 值 . 
解 ” 位 似 变换 在 任何 坐标 系 中 的 变换 矩阵 都 是 | 
自己 证 明 ) ,于 是 (4. 6) 式 化 为 
(0 一) 三 0. 
求 出 了 的 特征 值 只 及 一 个 .此 时 (4.7) 的 两 个 方程 都 是 0=0, 说 
明 任 何 非 零 向 量 都 是 特征 向 量 . 
2. 不 动 点 
的 不 动 点 在 I 中 的 坐标 是 方程 组 
人 一 ])Zz 十 ay 十 2 一 0， 
22lZ 十 (az 一 1)7y 十 2 一 0 
的 解 .于 是 当 行 列 式 


4 0 


,| 二 


(4. 8) 


al 一 ] G12 

G21 GQ22 一 | 
的 值 不 为 0 时 ( 即 1 不 是 了 的 特征 值 )， 广 有 一 个 不 动 点 ,否则 或 
者 了 无 不 动 点 ((4. 8) 的 两 个 方程 矛盾 ,从 而 无 解 ) ,或 者 上 有 无 穷 
多 个 不 动 点 ((4. 8) 的 两 个 方程 同 解 ). 有 无 穷 多 不 动 点 又 分 两 种 情 
形 : f=id, 则 每 一 点 都 是 不 动 点 ;或 (4. 8) 的 两 个 方程 是 同 解 的 一 
次 方程 , 即 f 的 不 动 点 构成 一 条 直线 ,就 是 这 个 一 次 方程 的 图 像 . 


3.4 : 保 距 变换 的 变换 公式 


设 f: x>x 是 一 个 保 距 变换 . 取 了 =[O;el,ez] 为 右手 直角 坐 
标 系 , 则 7 =f(7) 也 是 直角 坐标 系 .于 是 f 在 I 中 的 变换 矩阵 4 
是 直角 坐标 系 了 到 了 的 过 渡 和 矩阵 ,从 而 是 正 交 和 矩阵 (参见 第 三 章 
§ 1). 下面 对 f 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1.f 是 第 一 类 保 距 变换 , 则 |4|==1. 于 是 4 有 如 下 形式 
(参见 第 三 章 $ 1): 

cosO 一 sin0 
4-| 


0 去 0 
sin0 SCS 
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如 果 9=0, 则 A 一 | ， |,f 的 点 变换 公式 为 


TX 二 工 十 1， 
= yy 十 b， 
此 时 f 是 一 个 平移 ,平移 量 为 uCb ,6;). 
如 果 0 二 9 二 27, 则 
dl 
sing cosO 一 1 


有 一 个 不 动 点 Mo. 在 直角 坐标 系 了 = 二 [Mo;ei,ez] 中 ,， f 的 点 变 
换 公式 为 
怀 = cosOrz 一 Sin0y， 
y 一 Sin0z 十 cosOy， 
了 是 绕 Mo 的 旋转 ,2 就 是 转角 . 
总 结 以 上 结果 ,得 到 
命题 4.9 平面 上 第 一 类 保 距 变换 或 是 旋转 ,或 是 平移 . 
情形 2，f 是 第 二 类 保 耻 变换 , 则 |4|= 一 1. 此 时 了 有 两 个 不 
相等 的 特征 值 ,它们 的 乘积 为 一 1. 设 4 是 f 的 特征 值 ,e 是 一 个 相 
应 的 特征 向 量 , 即 有 f(e)=Ne. 因为 f 是 保 距 变 换 ,e 和 f(e) 长 度 
相等 ,而 |fCe)|==1ae|==1411e|, 所 以 14|=1. 这 样 的 特征 值 为 1 
和 一 1. 
取 直 角 坐 标 系 了, 使 坐标 向 量 ei 是 特征 值 为 1 的 特征 向 量 , 则 
Je) 在 了 中 坐标 为 (1,0), 于 是 了 在 了 中 的 变换 矩阵 为 
4 一 | 
0 az22 
又 因为 4 是 正 交 和 矩阵 ,所 以 a1= 二 0,azwz= 二 一 1 (因为 |4|== 一 1). 
于 是 了 在 了 中 的 点 变换 公式 为 
全 二 工 十 i， 
y 一 一 十 202. 
当 一 0 时 ,变换 公式 为 
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X=, 
y 一 一 7 十 0. 
f 是 关于 直线 > 一 名 的 反射 (请 读者 自己 验证 点 (z,y) 和 像 点 


(zsb 一 y) 关 于 y 一 和 对 称 )， 

当 刀 天 0 时 ,了 是 上 述 反射 与 平移 量 为 be 的 一 个 平移 的 复 
合 ,be 与 反射 轴 "一 全 平行 ,因此 了 是 滑 反射 

因而 我 们 已 证 明 

命题 4. 10 第 二 类 保 距 变换 或 是 反射 ,或 是 滑 反射 . 

命题 4.9 和 4. 10 说 明 保 距 变换 只 有 平移 旋转 .反射 和 滑 反 
射 共 4 类 . 这 个 认识 比 命题 4. 3 的 推论 进 了 一 步 

思考 是 

1， 怎 么 从 一 个 保 上 距 变换 在 某 个 直角 坐标 系 中 的 点 变换 公式 
来 判别 它 是 4 类 中 的 哪 一 类 ? 怎样 求 平移 量 、 转 角 和 反射 轴 ? 

2， 如 果 给 出 保 距 变 换 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 的 点 变换 公式 , 变 
换 矩阵 是 否 还 是 正 交 矩 阵 ? 能 否 从 点 变换 公式 判别 类 型 和 求 平移 
量 、 转 角 和 反射 轴 ? 


习 题 4.3 


1. 证 明 : 在 任何 仿 射 坐标 系 中 ,位 似 变 换 的 变换 矩阵 都 是 数 
量 矩 阵 kE, 其 中 是 位 似 系数 .反之 ,如 果 一 个 仿 射 变换 在 某 个 仿 
射 坐 标 系 中 的 变换 矩阵 是 数量 矩阵 xE, 其 中 隆 1, 则 它 一 定 是 位 
似 变 换 , (思考 : 为 什么 要 求 & 天 1?) 

2. 设 了 是 一 个 斜 压 缩 ,建立 仿 射 坐标 系 7, 它 的 z 轴 就 是 压 
缩 轴 ,y 轴 平 行 于 压缩 方向 , 写 出 f 在 了 I 中 的 变换 公式 ， 

3. 证 明 : 在 右手 直角 坐标 系 中 ,第 一 类 相似 变换 的 变换 矩阵 


cosO 一 Sin0 
中 | 


sinO cosC 


为 
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其 中 是 相似 系数 . 

4. 设 在 一 个 仿 射 坐标 系 了 中 ,给 出 了 下 列 点 的 坐标 ， 

A(—1,0), B(0,—1), C(—3,1), 
A'(2,1), B'(—1,3), C'(—2,4). 

(1) 求 把 工 的 原点 变 为 4, 点 (1,0) 变 为 B, 点 (0,1) 变 为 C 的 
仿 射 变换 的 变换 公式 ， 

(2) 求 把 4 变 为 4',B 变 为 B',C 变 为 C' 的 仿 射 变换 的 变换 
公式 ; 

(3) 求 把 4' 变 为 1 的 原点 ,B' 变 为 点 (1,0),C' 变 为 点 (0,1) 的 
仿 射 变换 的 变换 公式 . 

5. 设 仿 射 变换 f 在 一 个 仿 射 坐标 系 了 中 的 变换 公式 为 

Xx 一 工 十 2， 
多 一 3z 一 yy 一 1 

(1) 求 曲面 x? 一 2y 十 3 二 0 的 像 的 方程 

(2) 求 曲面 z? 十 y= 二 4 的 原 像 的 方程 . 

6. 求 把 直线 x==0 变 为 3x 一 2y 一 3 二 0, 把 x 一 y==0 变 为 zx 一 1 
二 0, 把 y=1 变 为 4z 一 y 一 9=0 的 仿 射 变换 的 变换 公式 ， 

7. 在 一 个 右手 直角 坐标 系 了 中 ,曲线 的 方程 为 2xy= 二 a, 把 它 
绕 着 原点 旋转 45°, 求 所 得 曲线 的 方程 . 

8. 对 于 一 个 仿 射 变换 ,如 果 直 线 ! 满足 FC) = 上, 就 称 ! 为 了 
的 不 变 直 线 . 讨论 下 列 仿 射 变换 的 不 变 直 线 : 

(1) 斜 压 缩 ; 

(2) 平移 ; 

(3) 反射 . 

9. 如 果 /! 是 仿 射 变换 8 的 一 条 不 变 直 线 , 试 证 明 : 

(1) 平行 于 7 的 向 量 都 是 f 的 特征 向 量 ,并 且 特 征 值 4 相同 ，; 

(2) 当 4 不 等 于 1 时 , :上 有 的 一 个 不 动 点 ; 

(3) 如 果 有 不 在 ! 上 的 不 动 点 , 则 存在 过 此 点 的 一 条 直线 ， 
它 上 面 的 每 个 点 都 是 f 的 不 动 点 ， 
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10. 证 明 : 如 果 仿 射 变换 f 只 有 一 个 不 动 点 , 则 它 的 每 一 条 
不 变 直线 都 经 过 不 动 点 . z 
11. 已 知 下 列 仿 射 变换 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 的 变换 公式 , 求 
它 的 不 变 直 线 ， 
ZX' 一 Z 十 2y， 
多 一 4z 十 37; 
一 2z 十 4y 一 1， 
(2 
y 一 3z 十 3y 一 3; 
1 
(3 
多 一 2z 十 3y 一 6. 
12. 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 , 仿 射 变换 的 变换 公式 为 
全 一 4z 十 yy 一 5， 
y = 二 27 十 3y 十 2. 
(1) 求 f 的 不 动 点 和 特征 向 量 ，; 
(2) 求 f 的 变 积 系数 ， 
(3) 作 坐 标 系 ,使 得 原点 是 不 动 点 ,坐标 轴 平 行 于 特征 向 量 ， 
求 f 在 此 坐标 系 中 的 变换 公式 . 
13. 已 知 仿 射 变换 f 的 变换 公式 为 
Z' 一 7Zz 一 十 1， 
y = 二 47 十 2y 十 4. 
(1) 求 f 的 不 变 直 线 ， 
(2) 作 坐 标 系 , 使 得 两 条 坐标 轴 都 是 不 变 直线 , 求 了 在 此 坐标 
系 中 的 变换 公式 . 
14. 已 知 仿 射 变换 f 在 仿 射 坐标 系 了 中 的 变换 公式 为 
Tr 
y 二 47 一 y 十 3， 
仿 射 坐标 系 了 的 原点 在 7 中 的 坐标 为 (4,5) ,两 个 坐标 向 量 在 广 中 
的 坐标 分 别 为 (2,3) 和 (1,2), 求 了 在 也 中 的 变换 公式 . 
15. 已 知 仿 射 变换 f 的 变换 公式 为 


(1) | 
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asing 
bp 9 


X' 一 ZcosO 一 y 


y 一 工 2 十 ycos0. 

(1) 证 明 椭 贺 瑟 十 点 一 1 在 了 下 的 像 是 它 自己 

(2) 证 明 此 椭圆 上 的 每 一 点 都 不 是 不 动 点 . 

16. 设 ws,wz 是 仿 射 变换 f 的 两 个 特征 向 量 ,它们 的 特征 值 不 
相等 . 证 明 ， 

(1) wi,uz 不 平行 ; 

(2) wi 十 wz 不 是 特征 向 量 . 

17. 判断 在 右手 直角 坐标 系 中 ,有 下 列 变 换 公 式 的 保 距 变 换 
是 什么 变换 ,并 求 出 其 特征 (旋转 中 心 . 反 射 轴线 、 滑 反射 轴线 和 滑 
动量 等 ) 


大 = 三 六 

es 7 一 7 2 7 十 3， 

M3 1 

人 me 一 一 一 
jd 5 
/_D 12 
/和 3 
3 4 
本 


18. 写 出 下 列 仿 射 变换 的 变换 公式 ， 
(1) 它 把 直线 2z 一 > 一 0 变 为 x 一 1=0, 把 直线 x 十 2y 一 1=0 
变 为 y 十 1 二 0, 把 点 (0,1) 变 为 点 (一 1,8); 
”(2) 它 有 两 条 不 变 直 线 
3 十 2y 一 1 二 0 和 z+ 二 2y 十 1 = 0， 
并 且 把 原点 变 为 点 (1,1); 
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(3) 有 不 变 直线 x 一 y 一 1=0, 并 且 把 直线 5z 十 y 十 6==0 变 成 
Zz 十 y 十 4 二 0, 把 (1,1) 点 变 成 (一 11, 一 5). 

19. 设 f 是 平面 的 一 个 第 二 类 仿 射 变换 ,没有 不 动 点 , 变 积 系 
数 为 3. 一 个 仿 射 坐标 系 了 的 坐标 向 量 ei 是 f 的 特征 向 量 ,其 特征 
值 为 1. 

(1) 求 了 在 了 中 的 变换 公式 的 一 般 形式 ; 

(2) 求 的 不 变 直 线 在 了 中 的 方程 . 


34 图形 的 仿 射 分 类 与 仿 射 性 质 


仿 射 变换 不 仅 是 研究 图 形 的 仿 射 性 质 的 得 力 工具 , 它 还 使 我 
们 在 理论 上 加 深 了 对 图 形 的 几何 性 质 的 认识 ,也 提高 了 对 几何 学 
科 的 认识 ,从 而 推动 了 几何 学 研究 的 发 展 . 本 节 将 作 一 些 理论 上 的 
概括 . 


4.1 平面 上 的 几何 图 形 的 仿 射 分 类 和 度量 分 类 


定义 4.4 设 厂 和 T' 是 平面 + 上 的 两 个 几何 图 形 ,如 果 存 在 
一 个 仿 射 变换 /: xz, 使 得 


fT) a 
则 称 工 和 六 是 仿 射 等 价 的 ;如 果 存 在 一 个 保 距 变 换 f : r~>r, 使 得 
fT) = 9 


则 称 入 和 已 是 度量 等 价 的 . 

度量 等 价 也 就 是 几何 图 形 全 等 . 两 个 图 形 度量 等 价 , 则 它们 也 
一 定 仿 射 等 价 . 反 过 来 , 仿 射 等 价 则 不 一 定 度量 等 价 . 

例如 任何 两 个 三 角形 都 是 仿 射 等 价 的 ,但 只 当 它 们 全 等 时 才 
度量 等 价 . 又 如 任何 两 条 线段 都 是 仿 射 等 价 的 ,但 只 当 它 们 等 长 时 
才 度 量 等 价 . 

同一 个 方程 在 不 同 仿 射 坐标 系 中 的 图 形 是 仿 射 等 价 的 . 事实 
上 ,如 果 械 入 分 别 是 同一 个 方程 在 仿 射 坐标 系 了 和 了 中 的 图 
形 , 则 把 了 变 为 了 的 仿 射 变换 f 满足 
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类 似 地 ,同一 个 方程 在 不 同 直角 坐标 系 中 的 图 形 是 度量 等 价 
的 . | 

仿 射 等 价 和 度量 等 价 都 是 平面 上 的 几何 图 形 的 集合 中 的 一 个 
“等 价 关 系 ”, 即 它 满足 下 列 三 个 性 质 (可 以 利用 全 体 仿 射 ( 保 距 ) 变 
换 构成 变换 群 ,以 及 群 的 性 质 来 进行 验证 ,请 读者 自己 完成 ) ， 

(1) 自 反 性 . 即 任何 图 形 和 自己 仿 射 ( 度 量 ) 等 价 . 

(2) 对 称 性 . 即 如果 图 形 愉 和 书 仿 射 (度量 ) 等 价 , 则 灵 和 开 
也 仿 射 (度量 ) 等 价 . 

(3) 传递 性 . 即 如 果 工 入 仿 射 ( 度 量 ) 等 价 , 政和 I" 仿 射 
(度量 ) 等 价 , 则 工 和 IT" 也 仿 射 (度量 ) 等 价 . 

”于 是 ,利用 这 两 个 等 价 关系 ,我 们 可 对 平面 上 的 几何 图 形 的 集 
合 进行 分 类 . 把 互相 仿 射 等 价 的 图 形 分 归 同 一 类 ,于 是 平面 上 的 全 
体 几 何 图 形 分 解 为 许多 类 ,这 些 类 称 为 仿 射 等 价 类 . 用 度量 等 价 关 
系 则 把 平面 上 的 全 体 几 何 图 形 分 解 为 许多 度量 等 价 类 . 比较 这 两 
种 分 类 ,前 者 粗 , 后 者 细 . 每 个 度量 等 价 类 都 包含 在 一 个 仿 射 等 价 
类 中 ;反之 ,每 个 仿 射 等 价 类 都 由 许多 度量 等 价 类 构成 . 

全 体 三 角形 构成 一 个 仿 射 等 价 类 , 它 包含 了 无 穷 多 个 度量 等 
价 类 ,每 个 都 由 互相 全 等 的 三 角形 构成 . 全 体 椭圆 构成 仿 射 等 价 
类 , 它 也 包含 了 无 穷 多 个 度量 等 价 类 ;对 每 一 对 取 定 的 正 数 a 宇 6， 
平面 上 全 体 长 半 轴 为 a, 短 半 轴 为 5 的 椭圆 构成 一 个 度量 等 价 类 . 
全 体 平行 四 边 形 也 构成 一 个 仿 射 等 价 类 ;全 体 双 曲 线 , 全 体 抛物 线 
都 各 自 构成 一 个 仿 射 等 价 类 . 

图 像 不 是 空 集 的 二 次 曲线 分 为 7 个 仿 射 等 价 类 ,除去 上 面 说 
到 的 三 类 圆锥 曲线 ,还 有 : {一 对 相交 直线 } , {一 对 平行 直线 } , {一 
条 直线 } , {一 个 点 }. 


4. 2 ” 仿 射 概念 与 仿 射 性 质 


几何 学 中 有 些 概 念 是 在 仿 射 变换 下 不 会 改变 的 ,我 们 把 这 种 
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概念 称 为 仿 射 概念 . 如 点 的 共 线性 .直线 的 平行 和 相交 概念 ,三 个 
共 线 点 的 简单 比 ` 线 段 的 中 点 ,以 及 三 角形 .平行 四 边 形 、 梯 形 、 椭 
圆 、 抛 物 线 . 双 曲线 等 等 ,都 是 仿 射 概念 ;长 度 . 角 度 .面积 .垂直 ,以 
及 等 腰 三 角形 、 正 三 角形 .直角 三 角形 、 圆 等 都 不 是 仿 射 概念 . 对 于 
三 角形 来 说 ,各 边 的 中 线 和 重心 是 仿 射 概念 ; 角 平 分 线 , 一 条 边 上 
的 高 ,以 及 垂 心 .内 心 . 外 心 等 都 不 是 仿 射 概念 . 对 于 二 次 曲线 ,其 
中 心 . 共 轰 、 切 线 、 渐 近 线 等 等 都 是 仿 射 概念 ;对 称 轴 、 项 点 都 不 是 
仿 射 概念 . 

类 似 地 ,把 在 保 距 变换 下 不 会 改变 的 概念 称 为 度量 概念 . 因为 
保 距 变换 是 特殊 的 仿 射 变换 ,所 以 所 有 仿 射 概念 都 是 度量 概念 . 长 
度 ,角度 ,面积 ,垂直 ,三 角形 的 角 平 分 线 及 其 高 . 垂 心 .内 心 . 外 心 ， 
等 腰 三 角形 ,正三 角形 ,直角 三 角形 , 圆 ,以 及 二 次 曲线 的 对 称 轴 、 
顶点 都 是 度量 概念 . 于 是 度量 概念 是 一 个 大 的 范畴 ,而 仿 射 概念 只 
是 其 中 的 一 部 分 . 

几何 图 形 的 某 种 性 质 如 果 是 用 仿 射 概念 刻画 的 ,从 而 在 仿 射 
变换 中 保持 不 变 ,就 称 为 仿 射 性 质 . 仿 射 性 质 是 一 个 仿 射 等 价 类 中 
的 所 有 图 形 所 共同 具有 的 性 质 . 某 种 性 质 如 果 是 用 度量 概念 刻画 
的 ,从 而 在 保 距 变 换 中 保持 不 变 ,就 称 为 度量 性 质 . 于 是 仿 射 性 质 
也 是 度量 性 质 . 度量 性 质 是 一 个 更 大 的 范畴 ,而 仿 射 性 质 只 是 其 中 
的 一 部 分 . ， 

例如 直线 的 平行 或 相交 ,点 的 共 线 ,三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 
点 ,平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 等 等 都 是 仿 射 性 质 . 三 角形 的 三 条 
高 交 于 一 点 不 是 仿 射 性 质 ,只 能 算 作 度量 性 质 ,尽管 全 体 三 角形 构 
成 的 仿 射 等 价 类 中 的 所 有 图 形 ( 三 角形 ) 都 具有 此 性 质 ,但 是 它 是 
用 高 (不 是 仿 射 概念 !1) 来 刻画 的 . 

欧 几 里 得 几何 学 中 所 提 到 的 几何 概念 都 是 (除了 位 置 和 定向 
外 ) 都 是 度量 概念 ,所 研究 的 图 形 性 质 都 是 度量 性 质 . 

本 章 前 面 已 经 说 明 ,把 仿 射 性 质 从 度量 性 质 中 区 别 出 来 ,不 仅 
是 理论 上 的 发 展 ,也 带 来 了 研究 仿 射 性 质 (概念 ) 的 方法 上 的 创新 : 
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要 研究 一 个 图 形 是 否 具 有 某 种 仿 射 性 质 , 只 要 在 此 图 形 所 在 的 仿 
射 等 价 类 中 找 一 个 特殊 的 图 形 来 研究 . 例如 要 讨论 三 角形 的 仿 射 
性 质 , 只 要 对 正三 角形 进行 ;要 讨论 椭圆 的 仿 射 性 质 , 只 要 对 圆 进 
行 . 下面 是 这 种 应 用 的 两 个 例子 , 先 用 上 述 思想 解决 本 章 前 言 中 的 
问题 . 

例 4.3 在 A4BC 的 三 边 上 各 取 点 D,E,F ,使 得 简单 比 

(A,B,D) = (B,C,E) = (C,A,F), 
证 明和 信 DEF 的 重心 和 人 A4BcC 的 重心 重合 . 

证 明 设 A4'B'C' 是 正三 角形 ,在 它 的 三 边 上 各 取 点 D',E'， 
F' ,使 得 简单 比 

(A’',B',D')= (B',C',E') = (C',A’',F’') = (A,B,D) 

= (B,C,E) = (C,A,F), 
则 存在 仿 射 变换 , 它 把 4A',B',C',D',E',F' 各 点 依次 变 为 A,B， 
C,D,E,F. 由 于 仿 射 变换 保持 三 角形 的 重心 ,只 须 证 明和 八 D'E'F' 
的 重心 和 入 A'B'C' 的 重心 重合 .. 

绕 人 A4' BC' 的 重心 0 转角 为 120°" 作 旋转 ,把 DD 变 为 ,EF 变 
为 下 ,下 变 为 也 .于 是 ADFER 也 是 正三 角形 ,并 且 重 心 也 是 O. 这 
样 就 证 明了 人 入 D'E'F' 的 重心 和 入 4'B'C' 的 重心 重合 . 

例 4.4 试 证 明 : 椭圆 上 存在 内 接 三 角形 ,使 得 椭圆 在 其 每 个 
顶点 处 的 切线 都 平行 于 它 的 对 边 ; 并 且 , 当 取 定 椭圆 上 的 一 点 时 ，; 
以 它 为 项 点 的 这 样 的 三 角形 只 有 一 个 . 

证 明 由 于 所 说 的 性 质 是 仿 射 性 质 ,我 们 只 须 对 圆 进行 证 明 . 
在 圆 上 ,这样 的 三 角形 就 是 正三 角形 ,其 存在 性 和 惟一 性 都 是 显然 
的 . 


*4.3 几何 学 的 分 类 
几何 概念 和 几何 性 质 的 分 类 的 思想 对 于 几何 学 的 发 展 是 起 了 
重要 作用 的 . 1872 年 ,德国 数学 家 克 莱 因 (FF. Klein) 在 埃 尔 朗 根 大 
学 的 教授 就 职 演 讲 中 ,综观 当时 几何 学 蓬勃 发 展 的 情况 ,报告 了 题 
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为 4 关于 近代 几何 研究 的 比较 ;的 论文 . 在 他 的 论文 中 ,突出 了 变换 
群 在 几何 学 中 的 地 位 ,他 用 变换 群 的 观点 对 当时 已 经 出 现 的 所 有 
几何 学 进行 分 类 ,提出 : 每 一 种 几何 研究 的 都 是 图 形 在 某 个 特定 
变换 群 之 下 的 不 变性 质 . 

按照 克 莱 因 的 观点 ,研究 图 形 在 仿 射 变换 群 之 下 的 不 变性 质 
的 几何 称 为 仿 射 几何 . 换 句 话说 , 仿 射 几 何 是 研究 图 形 的 仿 射 性 质 
的 几何 . 研究 几何 图 形 在 保 距 变换 群 之 下 的 不 变性 质 ( 即 度量 性 
质 ) 的 几何 称 为 度量 几何 ,也 就 是 欧 氏 几何 . 

克 莱 因 的 思想 突出 了 变换 群 在 几何 学 中 的 地 位 ,后 来 被 称 为 
埃 尔 朗 根 纲领 . 它 虽 然 不 完全 适用 于 以 后 几何 学 的 发 展 情 况 ,但 是 
在 几何 学 的 发 展 历史 上 确实 起 到 了 重要 的 指导 作用 . 


习 题 4.4 
1. 设 点 D,E,F 依次 在 人 4BC 的 边 4B ,BC,C4 上 ，M,N， 
P 依次 在 人 DEF 的 边 DE, EF， 


FD 上 ,使 得 简单 比 
(A,B,D) = (B,C,E) 
= (C,A,F) a (E,D,M) 


h 
二 一 (F,E,N) = (D,F,P) 
( 见 图 4. 7). 证 明 存 在 以 人 ABC E 
的 重心 为 中 心 的 位 似 变 换 , 它 把 > \ 
和 人 A4BC 对 应 地 变 为 人 PMN. 1 | 一 


2. 设 4BCD 是 一 个 椭圆 的 
外 切 平行 四 边 形 ,证 明 直 线 4C 和 
BD 是 这 个 椭圆 的 一 对 共 轿 直径 . 

3. 设 ABCD 是 一 个 椭圆 的 内 接 平行 四 边 形 ,证 明 向 量 A 志和 
BC 所 代表 的 方向 关于 此 椭圆 相互 共 斩 . 

4. 设 一 条 双 曲 线 和 平行 四 边 形 4BCD 各 边 所 在 的 直线 都 相 
切 ,证明 直线 4C 和 BD 是 此 双 曲 线 的 一 对 共 四 径 . 
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5. 证 明 : 椭圆 的 每 一 对 共 斩 直 径 都 把 椭圆 分 割 成 面积 相等 
的 4 块 . 

6. 证 明 : 以 椭圆 的 每 一 对 共 斩 半 径 为 边 的 平行 四 边 形 的 面 
积 都 等 于 cp(a 和 6 分别 是 椭圆 的 长 半 轴 和 短 半 轴 ). 

7. 证 明 : 在 椭圆 的 所 有 内 接 平行 四 边 形 中 , 当 对 角 线 在 一 对 
共 恩 直径 上 时 ,面积 达到 最 大 值 2abla 和 2 同上 题 ). 

8. 在 椭圆 的 所 有 外 切 平行 四 边 形 中 ,面积 的 最 小 值 为 多 少 ? 
什么 情况 达到 ? 

9. 证 明 梯 形 4BCD(AB//CD, 且 AB 比 CD 长 ) 有 外 接 椭圆 ， 
使 得 它 的 中 心 就 是 4B 的 中 点 ? 

10. 设 A,B 是 抛物 线 上 的 两 点 ,过 4,B 的 抛物 线 的 两 条 切 
线 相 交 于 C 点 . 又 设 DD 是 4B 的 中 点 .证 明 CD 平行 于 抛物 线 的 
对 称 轴 . 

11. 设 点 D,E,F 依次 在 八 ABC 的 边 A4B,BC,CA 上 .证 明 : 
存在 A4BC 内 切 椭圆 ,使 得 其 切 点 就 是 D,E,F 的 充分 必要 条 件 是 
(A,B,D)(B,C,E)(C,A,F) = 1. 

12. 证 明 任 何 四 边 形 都 有 内 切 椭圆 . 

13. (1) 证 明 双 曲线 上 的 任 一 切线 夹 在 两 条 渐 近 线 间 的 线段 
被 切 点 等 分 ; 

(2) 该 线段 和 两 条 渐 近 线 所 夹 的 三 角形 的 面积 是 和 此 切线 无 
关 的 常数 . 


"§ 5 空间 的 仿 射 变换 与 保 距 变换 简介 


仿照 平面 上 的 做 法 ,可 以 在 空间 引进 仿 射 变换 和 保 距 变换 ,其 
定义 方式 ,性质 以 及 论证 的 路 线 与 平面 的 情形 几乎 是 一 样 的 . 与 平 
面 情形 的 不 同 也 只 是 “量变 ”, 推 理 过 程 中 不 会 遇 到 实质 性 的 困难 . 
因此 下 面 只 给 出 定义 和 主要 的 结论 及 其 理论 展开 的 思路 ,有 兴趣 
的 读者 可 以 循 着 这 条 思路 自己 来 补充 论证 的 细节 . 

216 


5.1 定义 和 线性 性 质 


空间 E? 上 的 保持 距离 不 变 的 变换 称 为 空间 的 保 距 变 换 . 

空间 的 保 距 变 换 一 定 是 可 逆 变 换 ,并 且 它 的 道 变 换 也 是 保 距 
变换 . 空间 的 所 有 保 距 变换 构成 空间 的 一 个 变换 群 , 称 为 空间 保 距 
变换 群 

空间 EF? 上 的 一 个 可 逆 变 换 如 果 把 任何 共 线 点 组 都 变 成 共 线 
点 组 , 则 称 为 空间 的 一 个 仿 射 变换 . 

如 果 f: E;->E: 是 空间 仿 射 变换 , 则 不 共 线 点 组 在 f 下 的 像 
也 是 不 共 线 点 组 ,从 而 f 的 逆 变 换 广 : 也 是 仿 射 变换 . 于 是 ,空间 
的 所 有 仿 射 变换 也 构成 空间 的 一 个 变换 群 , 称 为 空间 仿 射 变换 群 . 

在 一 个 空间 仿 射 变换 下 ,每 一 条 直线 的 像 都 是 直线 ;每 张 平面 
的 像 都 是 平面 . 空间 仿 射 变换 还 保持 直线 和 平面 的 平行 (相交 ) 性 . 


5.2 空间 仿 射 变换 导出 空间 向 量 的 线性 变换 


设 / ， 忆 ~ 有 是 空间 仿 射 变换 ,对 于 任 一 空间 向 量 a , 取 定 
有 向 线段 A 访 =a ,规定 a 在 f 下 的 像 f(a ) 二 了 f(A)fCB5) ,这样 的 
规定 与 有 向 线段 A 启 的 选择 是 无 关 的 . 

空间 仿 射 变换 f 导出 空间 向 量 的 变换 具有 线性 性 质 , 即 满 
足 ， 

(1) 对 于 任何 向 量 ce 和 有 8 ，jGa 十 8 ) 王 Fa ) 十 7 ); 

(2) 对 于 任何 向 量 a 和 实数 ， 

fka) = kf la). 

由 此 可 推出 ,空间 仿 射 变 换 把 线段 变 为 线段 ,并 且 保 持 共 线 三 点 的 
简单 比 . 


5. 3 ”空间 仿 射 变换 基本 定理 


空间 念 射 变换 有 平面 仿 射 变换 类 似 的 基本 定理 . 
定理 4.3 (1) 如 果 f: E 一 EF’ 是 一 个 仿 射 变换 , 1=[O; 
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elyezye3] 是 一 个 仿 射 坐标 系 , 则 

f(1) = [f(O0);f (ei), fles),f (es)] 
也 是 一 个 仿 射 变换 ,并 且 对 于 任何 点 P,P 在 I 中 的 坐标 和 f(P) 
在 f(7) 中 的 坐标 相同 . 

(2) 对 任意 给 定 的 两 个 空间 仿 射 坐标 系 了 = [O;ei,es,e3j 和 
==[O' ;ei ,e2,e;j ,规定 变换 : FE; 一 Ei 为 ,VY PEE’,f(P) 是 在 
I' 中 的 坐标 和 P 在 了 中 的 坐标 相同 的 点 , 则 f 是 仿 射 变换 . 

这 个 定理 的 意义 也 和 定理 4. 2 类似: 

(1) 它 说 明 对 任意 给 定 的 两 个 空间 仿 射 坐标 系 T 和 了 ,把 了 
变 为 了 的 仿 射 变换 是 存在 并 且 惟 一 的 . 

于 是 ,空间 两 个 不 共 面 有 序 点 组 4,B,C,D 和 A',B',C',D' 
决定 惟一 空间 仿 射 变换 六 ,使 得 了 把 4,B,C,D 依次 变 为 A',B'， 
人 

(2) 把 了 上 变 为 了 的 仿 射 变换 f : FE; 一 E; 满足: V 己 E 五 ， 
太 (P) 是 在 也 中 的 坐标 和 书 在 了 中 的 坐标 相同 的 点 . 

推论 1 (1) 对 任意 给 定 两 个 空间 直角 坐标 系 T 和 7 ,把 I 变 
为 7 的 仿 射 变换 是 保 距 变 换 ， 

(2) 如 果 空 间 仿 射 变换 把 四 面体 4BCD 变 为 四 面体 
A'B'C'D' ,并 且 这 两 个 四 面体 的 对 应 棱 的 长 度 都 相等 , 则 它 是 保 
距 变 换 . 

推论 2 ”如果 空间 仿 射 变换 f 把 I 变 为 7' ,图形 丁 在 坐标 系 I 
中 有 方程 

F(tr,y,z) 一 0， 
则 六 的 像 f(T) 在 坐标 系 也 中 有 方程 
ECz'y ,z') = 0. 

用 基本 定理 还 可 以 证 明 

命题 4. 11 每 个 空间 仿 射 变换 f 都 决定 一 个 常数 o( 也 称 为 
变 积 系数 ) ,使 得 对 空间 中 每 个 可 以 计算 体积 的 图 形 厂 ,其 体积 
V( 攻 ) 和 它 的 像 A(T) 的 体积 VC(f(T)) 之 间 有 关系 式 
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Vf(T)) = oV (OT). 


5.4 在 规定 的 坐标 系 中 空间 仿 射 变换 的 变换 公式 


设 /是 空间 仿 射 变换 , 它 把 仿 射 坐标 系 7 一 [Oijel,ez,es] 变 为 
7" 二 [0O'yei,ez,esJ. 把 了 到 了 7 的 过 渡 矩 阵 右 称 为 在 I 中 的 变换 
和 矩阵 . 

设 
hy hi As 
hs hs hzs 
hs hs hss 
则 它 的 3 个 列 向 量 分 别 是 ei ,es,es 在 了 中 的 坐标 . 设 向 量 “在 7 
中 的 坐标 为 (z,y,z)， f(a ) 在 了 中 的 坐标 为 (zy ,z'), 则 

4 = hunz + hizy + hisz, 


H= 


9 


y = hz 十 Pazzy + hzsz, 
z = haz 十 hazy 十 hasz, 
称 此 公式 为 f 在 I 中 的 向 量变 换 公式 . 
设 O' 在 I 中 的 举 标 为 (61,52,5;), 点 P 了 和 fCP) 在 I 中 的 坐标 
分 别 为 (z 9 ;之 ) 和 《xz 2 ,2' ) , 则 
Z 一 AZ 十 hisy 十 jsz 十 Di， 
| = haz 十 jzzy 十 hzsz 十 02， 
2 = hax hzy + hssz + bs, 
称 此 公式 为 了 在 了 中 的 点 变换 公式 . 

空间 仿 射 变换 的 变换 矩阵 也 有 平面 情形 的 全 部 性 质 ( 命 题 
4. 6 一 命题 4. 7). 

和 平面 情形 一 样 ,空间 仿 射 变换 也 分 为 两 类 ,变换 矩阵 行列 式 
大 于 0 时 称 为 第 一 类 的 ( 即 保持 定向 的 ) ,变换 矩阵 行列 式 小 于 0 
时 称 为 第 二 类 的 ( 即 改变 定向 的 ). 

219 


变换 矩阵 行列 式 的 绝对 值 就 是 了 的 变 积 系数 o. 


5.5 不 动 点 和 特征 向 量 


和 平面 仿 射 变换 一 样 ,空间 仿 射 变换 也 可 规定 不 动 点 和 特征 
向 量 . 设 f: Er 一 E’ 是 空间 仿 射 变换 . 点 PE EE 如 果 在 了 下 不 
动 , 即 /CP) 一 尸 , 就 称 己 为 了 的 一 个 不 动 点 . 如 果 非 零 向 量 w 与 
flw) 平 行 , 则 称 w 为 f 的 一 个 特征 向 量 ;此 时 有 惟一 实数 ,使 得 
f(w) 二 加 , 称 4 为 wu 的 特征 值 . 

和 平面 情形 不 同 的 是 : 空间 仿 射 变换 一 定 有 特征 向 量 ( 相 当 
于 代数 中 的 结论 : 三 阶 实 矩 阵 一 定 有 实 特征 值 ). 


5.6 空间 的 刚体 运动 


在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 , 仿 射 变换 是 保 距 变 换 的 充分 必要 
条 件 是 , 它 的 变换 矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 

空间 的 第 一 类 保 距 变换 称 为 刚体 运动 , 它 在 力学 中 很 有 用 . 例 
如 平移 、 绕 某 条 轴线 旋转 都 是 刚体 运动 . 

命题 4.12 ”如 果 空 间 第 一 类 保 距 变换 f 有 不 动 点 , 则 f 是 一 
个 旋转 . 

证 明 首先 ,如 果 ff 有 不 动 直线 , 则 f 是 一 个 旋转 ( 留 作 习 
题 ). 下 面 证 明 f 有 不 动 直线 . 

作 空 间 直 角 坐 标 系 ,使 得 其 原点 是 不 动 点 , 则 f 的 变换 矩阵 
H 是 正 交 和 矩阵 ,并 且 |H|=1. f 的 不 动 点 的 坐标 是 以 H 一 E 为 系 
数 矩 阵 的 齐 次 线性 方程 组 

(H— EX=0 
的 解 , 因 为 (8H 一 E)H'=E 一 H?, 两 边 取 行列 式 , 得 到 
IH—E|=|E—H'|=—|IH—E|, 

于 是 |H 一 E|=0, 从 而 方程 组 有 非 零 解 .于 是 f 的 不 动 点 不 止 一 
个 ,从 而 f 有 不 动 直 线 . 4 

注 也 可 用 几何 方法 证 明 ,一 个 可 行 的 证 明 思 路 如 下 : 
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(1) 证 明 如 果 空 间 第 一 类 保 距 变换 f 有 一 条 不 动 直线 , 则 f 
是 一 个 旋转 ; 

(2) 两 个 转轴 相交 的 旋转 的 复合 是 旋转 ; 

(3) 每 个 有 不 动 点 的 空间 第 一 类 保 距 变换 可 分 解 为 两 个 转轴 
相交 的 旋转 的 复合 . 

从 命题 可 推出 ,空间 第 一 类 保 距 变换 只 有 三 种 情形 平移 、 旋 
转 , 以 及 它们 的 复合 . 


习 题 4.5 


1. 设 不 共 线 点 组 4,B,C 都 是 空间 仿 射 变换 f 的 不 动 点 ,证 
明 A,B,C 所 决定 的 平面 上 的 每 一 点 都 是 f 的 不 动 点 . 

2. 设 了 是 空间 仿 射 变换 , x 是 一 张 平 面 ,点 4,B 不 在 x 上. 
试 证 明 ，: 

(1) 如 果 向 量 AB/x, 则 CA) 了 CB) /fCn); 

(2) 如 果 有 A4 和 B 在 7 的 同 侧 , 则 C4),f(B) 在 f(z) 的 同 侧 . 

3. 已 知 保 距 变 换 上 有 不 动 直 线 /. 证明、 

(1) 如 果 f 是 第 一 类 的 , 则 f 是 一 个 旋转 ; 

(2) 如 果 f 是 第 二 类 的 , 则 存在 一 张 过 / 的 平面 , 它 的 每 一 点 
都 是 不 动 点 . 

4. 证 明 : 从 椭 球 面 外 的 一 点 向 椭 球 面 所 作 的 所 有 切线 的 切 
点 在 同一 平面 上 . 
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第 五 章 ” 射 影 几 何 学 初步 


射影 几何 学 是 几何 学 的 一 个 古老 的 分 支 , 它 的 起 源 可 追溯 到 
公元 前 . 基于 绘图 学 和 建筑 学 的 需要 , 古 希 腊 的 几何 学 家 就 开始 研 
究 透 视图 法 . 17 世纪 起 , 德 扎 格 ,帕斯卡 等 把 透视 图 法 加 以 推广 
和 发 展 ,从 而 葛 定 了 射影 几何 的 基础 .但 是 直到 19 世纪 ,射影 几何 
才 真 正 形成 体系 ,成 为 一 个 独立 的 几何 分 支 . 在 近代 ,射影 几何 在 
微分 几何 .代数 几何 等 许多 数学 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 , 它 仍 是 一 
门 重要 而 内 容 丰 富 的 几何 分 支 . 

本 章 是 射影 几何 学 的 初步 介绍 ,将 给 出 射影 平面 .射影 变换 、 
射影 坐标 系 、 交 比 等 最 基本 的 概念 以 及 二 次 曲线 的 射影 理论 . 我 们 
着 重 从 几何 学 分 类 的 角度 来 观察 和 分 析 , 并 把 本 章 内 容 看 作 前 几 
章 ( 尤 其 是 上 一 章 ) 的 延伸 ,从 而 和 前 面 几 章 融合 为 一 个 整体 . 

比 起 前 面 几 章 , 本 章 的 内 容 要 抽象 得 多 . 为 此 ,我 们 在 介绍 其 
理论 的 同时 ,将 着 意 地 安排 许多 有 趣 的 例子 ,让 读者 看 到 射影 几何 
学 作为 一 种 新 方法 的 应 用 价值 ,从 而 提高 学 习 其 理论 的 愿望 和 兴 
趣 . 

本 章 的 前 面 一 半 介 绍 射影 平面 的 定义 和 交 比 ,它们 都 是 射影 
几何 学 中 所 特有 的 基本 概念 . 后面 一 半 的 结构 大 臻 上 可 和 仿 射 几 
何 学 相 类 比 , 分 别 介绍 射影 坐标 系 、. 射 影 坐 标 变换 ,以 及 射影 变换 
等 概念 . 最 后 我 们 将 用 射影 理论 来 讨论 二 次 曲线 ,给 出 二 次 曲线 更 
加 完美 的 理论 . 


$31 中 心 投影 


在 第 四 章 中 ,我 们 从 几何 图 形 度量 性 质 中 分 划 出 了 “ 仿 射 性 
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质 ”, 它 们 就 是 仿 射 几何 学 的 研究 内 容 ,可 以 用 仿 射 变换 来 研究 . 现 
在 我 们 又 要 从 仿 射 性 质 中 分 划 出 称 为 “射影 性 质 ” 的 部 分 ,它们 就 
是 射影 几何 学 的 研究 内 容 . 射影 性 质 是 只 和 点 的 共 线 性 、 线 的 共 点 
性 等 概念 有 关 的 性 质 . 读者 可 以 从 下 面 几 个 著名 定理 来 了 解 这 类 
性 质 . 

定理 5. 1 ( 德 扎 格 (Desarques) 定 理 ) 如 果 两 个 三 角形 的 对 
应 顶点 的 连 线 (有 三 条 ) 交 于 一 点 , 则 它们 的 对 应 边 的 交点 (有 三 
个 ) 共 线 (图 5. 1). 


在 这 个 定理 中 ,条 件 只 涉及 线 的 共 点 性 ,结论 又 只 涉及 点 的 共 
线性 . 又 如 ; 

定理 $.2 ( 帕 普 斯 (Pappers) 定 理 ) 设 4,B,C 和 4 ,BC' 
都 是 共 线 点 组 ,并 设 M 是 直线 AB' 和 4'B 的 交点 ,NN 是 直线 AC' 
和 A'C 的 交点 ,P 是 直线 BC' 和 B'C 的 交点 , 则 M,N ,P 共 线 (图 
5. 2). 

这 个 定理 也 只 涉及 两 条 直线 的 交点 、 两 个 点 的 连 线 , 以 及 共 

在 至 今 所 学 的 几何 知识 来 看 ,这 类 问题 是 难题 ,不 仅 距离 和 夹 
角 等 度量 工具 用 不 上 ,就 是 平行 .简单 比 等 仿 射 工具 也 用 不 上 . 可 
以 建立 适当 的 仿 射 坐 标 系 ,用 坐标 法 去 证 明 ,但 不 难 想象 过 程 的 复 
杂 性 . 细心 的 读者 还 会 发 现 定 理 本 身 也 存在 不 明确 的 地 方 , 如 德 扎 
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图 5.2 

格 定理 的 结论 中 ,说 两 个 三 角形 的 对 应 边 的 交点 共 线 ,如 果 有 一 对 
对 应 边 不 相交 呢 ? 或 者 有 两 对 对 应 边 不 相交 呢 ? 要 把 这 些 情 况 都 
考虑 到 ,定理 5. 1 应 该 分 为 以 下 3 个 定理 : 

定理 $.1A ”如果 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 ,并 
且 它 们 的 对 应 边 都 相交 , 则 三 个 交点 共 线 . 

定理 5. 1B 如 果 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 ,并 
且 它 们 有 一 对 对 应 边 平行 ,其 他 两 对 对 应 边 相 交 , 则 两 个 交点 的 连 
线 平 行 于 第 一 对 对 应 边 ( 图 5. 3). 


图 5.3 


定理 5. 1C 如果 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 ,并 

且 已 知 它们 有 两 对 对 应 边 平行 , 则 第 三 对 对 应 边 也 平行 ( 见 下 页 图 
5. 4). 

在 欧 氏 几何 学 或 仿 射 几何 学 中 来 看 ,这 3 个 定理 确实 不 同 ,并 

且 它 们 证 明 的 难度 相差 很 大 . 如 果 用 综合 法 论证 ,用 相似 理论 证 明 
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图 5.4 


定理 5. 1C 是 不 困难 的 ;定理 5.1B 也 可 用 相似 理论 证 明 , 但 已 经 
不 很 简单 了 ;对 于 定理 5.1A ,用 相似 理论 证 明 就 更 加 困难 了 .但 是 
在 射影 几何 学 中 ,这 3 个 定理 可 统一 起 来 . 

对 帕 普 斯 定理 也 有 类 似 情 况 ,分 别 考察 对 应 的 边 对 相交 或 平 
行 的 各 种 情形 , 它 可 以 分 成 下 列 几 个 命题 ， 

定理 5.2A 设 A,B,C 和 A',B',C' 都 是 共 线 点 组 ,并 设 直线 
AB' 和 A'B 相交 于 点 M, 直 线 A4C' 和 A'C 相交 于 点 N, 直 线 BC 
和 B'C 相交 于 点 P, 则 M,N ,PP 共 线 ( 见 上 页 图 5. 2). 

定理 5.2B 设 A,B,C 和 Ah',B',C' 都 是 共 线 点 组 ,并 设 直线 
AB' 和 A'B 相交 于 点 M ,直线 4C' 和 A'C 相交 于 点 N, 而 BC'/ 
B'C, 则 MN/BC'/B'C( 图 5.5). 
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定理 5.2C 设 A,B,C 和 A',B',C' 都 是 共 线 点 组 ,并 设 直 线 
AB'//A'B,AC'WA'C, 则 BC'WHB'C( 图 5. 6). 


C 


图 5.6 


以 上 这 3 个 定理 在 射影 几何 学 中 也 可 统一 起 来 . 

现在 我 们 介绍 一 个 工具 , 它 可 以 把 上 面 每 组 中 的 3 个 定理 互 
相 转 化 ,这 个 工具 就 是 两 张 相交 平面 之 间 的 “中 心 投影 ”. 

设 x 和 zw 是 两 张 相 交 的 平面 , 取 定 不 在 x 和 x 上 的 一 点 O. 规 
定 一 个 对 应 + 如下: 对 x 上 的 点 M, 把 它 对 应 到 直线 OM 和 zw 的 
交点 M'( 图 5.7) ,我 们 把 zt 称 为 以 O 点 为 中 心 的 x 到 x 上 的 中 心 
投影 . 
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中 心 投影 是 有 缺陷 的 . 事实 上 , 当 直 线 OM 和 zw 平行 时 就 不 
会 得 到 像 点 . 于 是 , 如 果 过 O 点 作 平行 于 x 的 平面 , 并 设 lo 是 这 
个 平面 和 的 交 线 , 则 中 心 投影 + 对 于 Lo。 上 的 点 没有 像 点 ,只 有 
nVoD 上 的 点 才 有 像 点 ,中心 投 影 也 不 映 满 . 设 是 过 点 O 且 
平行 于 x 的 平面 和 的 交 线 , 则 0 不 在 像 集 中 . 即 * 只 是 从 xn 
到 x Vo 的 映射 ,容易 看 出 , 它 是 xVo 到 Vo 的 一 个 一 一 对 应 . 

中 心 投影 也 把 共 线 点 组 变 为 共 线 点 组 .事实 上 ,着 /是 zx 上 的 
一 条 直线 , /是 上 2 和 O 点 决定 的 平面 和 丈 的 交 线 , 则 上/ 上 的 点 (只 
要 不 在 l。 上) 的 像 都 在 才 上 . 在 这 一 点 上 它 和 仿 射 变换 是 相同 的 . 

但 是 中 心 投影 并 不 保持 简单 比 ， 
设 4,B,C 是 x 上 的 三 个 共 线 点 , 它 
们 所 在 的 直线 不 平行 于 x 和 zw 的 交 
线 , 记 A'’=r(A4),B'=rt(B),C'= 
r(C), 则 4,B,C 所 在 的 直线 和 A'， 
B',C' 所 在 的 直线 是 相交 的 ,从 而 简 
单 比 (4,B,C) 和 (4',B',C') 一 定 不 
相等 (图 5. 8). 

中 心 投影 也 不 保持 平行 性 . 如 果 
xz 上 两 条 相交 直线 和 2 的 交点 入 图 5.8 
在 lo。 上 , 则 它们 与 O 点 决定 的 两 张 平 面 的 交 线 ON 平行 于 x ,从 
而 它们 在 中 心 投影 下 的 像 和 4 都 平行 于 ON, 从 而 互相 平行 
( 线 L1 和 的 交点 入 在 1。 上 是 /Nls 的 充分 必要 条 件 ). 如 果 x 上 
两 条 平行 直线 1 和 不 和 平行 , 则 它们 与 O 点 决定 的 两 张 平面 
的 交 线 和 x 相交, 设 交点 为 P, 则 Li 和 i 在 中 心 投影 下 的 像 相 交 
于 尸 点 . 

中 心 投 影 不 保持 平行 性 的 这 个 特点 正好 可 以 被 用 到 德 扎 格 定 


@ 符号 从 "表示 集合 的 差 *“zxVo" 表 示 x 上 的 不 在 lo。 上 的 点 的 集合 , 即 io 在 x 中 
的 余 集 . 
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理 的 证 明 上 . 设想 把 图 5. 1 画 到 x 上 ,并 且 让 互 点 和 下 点 在 /上 ， 
此 时 在 中 心 投 影 下 它 映 成 的 x 上 的 图 形 正 好 就 是 图 5. 4( 其 中 图 
5. 1 上 的 每 个 点 投影 为 图 5. 4 上 带 “ ”的 相同 文字 表示 的 点 ) 所 表 
示 的 情形 ,其 中 A1C1 /AsCz，BiC1/ BoC2. 于 是 ,如 果 定 理 5. 1C 
成 立 ,就 得 到 41B1/ AzBs, 于 是 DD 点 也 在 l。 上 ,从 而 DD,E,F 三 点 
共 线 . 这 样 , 中 心 投影 就 把 定理 5. 1A 转化 为 定理 5. 1C ,类 似 地 用 
它 也 可 以 把 5. 1A 转化 为 定理 5.1B( 让 DD 点 在 1。 上 ). 这样, 定理 
5.1A ,5.1B 和 5. 1C 统一 起 来 了 . 利用 中 心 投影 还 可 把 定理 5. 1A 
转化 成 更 多 的 形式 . 事实 上 ,在 把 图 5. 1 画 到 x 上 时 ,可 选择 任意 
一 点 或 两 个 点 画 到 l。 上 ,也 可 选择 任意 一 条 直线 作为 4, 不 同 的 选 
择 将 得 到 不 同 的 情形 ,比如 “两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 
点 ”可 换 为 “两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 互相 平行 ”( 见 习题 5. 1 
的 第 1 题 ). 

同样 的 办 法 也 可 用 到 帕 普 斯 定理 上 ,请 读者 自己 进行 验证 ( 见 
习题 5. 1 的 第 2 和 第 3 题 ). 


习题 5.1 


1. 考察 在 下 列 情况 下 ,图 5. 1 在 中 心 投 影 下 映 成 的 x 上 的 图 
形 , 并 且 写 出 相应 的 命题 . 

(1) 4 点 和 4; 点 在 /。 上; 

(2) OO 点 和 DD 点 在 1。 上 . 

2， 用 中 心 投 影 法 说 明定 理 5. 2A ,5. 2B 和 5. 2C 是 互相 等 价 
的 . 

3. 再 给 出 帕 普 斯 定理 (除了 定理 5. 2A,5.2B 和 5.2C 外 ) 的 
两 种 情形 . 

4. 用 中 心 投影 法 证 明 、 

(1) 设 直线 /和 /7 相交 在 QQ 点 ,点 O 不 在 2 和 7 上 .过 O 〇 点 的 
3 条 直线 依次 与 ! 和 7“ 相交 于 A,D;B,E;C,F. 设 AE 和 BD 线段 
相交 于 M 点 , BF 和 CE 相交 于 入 点 .证 明 M,N,Q 共 线 (图 5. 9) 
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(这 是 德 扎 格 定理 的 一 种 特殊 情况 ). 


图 5.9 


(2) 如 果 直 线 和 Vw' 相交 于 点 Q@, 点 0,0: 和 QQ 共 线 .过 0O) 的 
两 条 直线 分 别 和 1/ 相交 于 41,B1, 和 VW' 相 交 于 A1,Bi ,过 0; 的 两 条 
直线 分 别 和 /7 相交 于 A,,Bs, 和 相交 于 4A;,B’, 设 A1B' 和 .41B， 
相交 于 点 G, AsBs 和 AsBs 相交 于 点 矿 ,证 明 Q,G,HH 共 线 (图 
5. 10). 


图 5.10 


5. 利用 上 面 第 4 题 中 的 结论 完成 下 面 的 作 图 : 
(1) 在 平面 上 有 两 条 直线 !, 和 它们 外 面 的 一 点 M, ,相交 
于 一 个 不 可 达到 的 点 NCN 很 远 , 或 被 障碍 物 阻隔 ) ,请 只 用 直 尺 
作 过 M,N 的 直线 ; 
(2) 在 平面 上 有 两 条 平行 直线 1,V' 和 它们 外 面 的 一 点 M, 请 
只 用 直 尺 作 过 M 并 且 与 1,V/' 平 行 的 直线 . 
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2 射影 平面 


用 中 心 投影 证 明 德 扎 格 定理 的 方法 是 不 能 用 仿 射 理论 来 解释 
的 ,因为 中 心 投影 不 是 仿 射 变换 . 怎样 把 这 种 方法 加 以 推广 ,使 之 
成 为 一 种 一 般 性 的 方法 呢 ? 我 们 先 要 从 分 析 中 心 投影 + 入手 . 前 面 
已 经 说 到 它 的 缺陷 , 即 + 只 是 从 集合 Vo 到 集合 wv 的 一 个 一 一 
对 应 . 下 面 我 们 用 将 平面 加 以 扩大 的 办 法 来 改善 中 心 投 影 (这 种 方 
法 和 透视 图 法 相 联系 ), 并 由 此 产生 了 扩大 平面 和 射影 平面 的 概 
念 , 带 动 了 射影 几何 学 理论 上 的 飞跃. 


2.1 中 心 直 线 把 与 扩大 平面 


取 定 空间 中 的 一 点 O, 把 空间 中 所 有 经 过 O 点 的 直线 构成 的 
集合 称 为 以 O 点 为 中 心 的 中 心 直 线 把 ,简称 为 “把 O”, 记 作 
多 (O). 于 是 x 到 zw 中 心 投影 + 可 以 分 解 为 两 个 映射 的 复合 : 设 i 
为 从 zx 到 多 (O) 的 映射 , 它 把 x* 上 的 点 PP 对 应 到 直线 OP( 称 为 PP 
的 射影 ), 7 为 从 多 (0) 到 x 的 映射 , 它 把 多 (O) 中 的 直线 1 对 应 
到 i 必 和 w 的 交点 ( 称 为 /的 截 影 ), 则 r=j/。i. i 不 是 满 射 , 多 (O) 
中 凡是 平行 于 x 的 直线 不 在 其 像 集 中 ; 7 不 是 定义 在 整个 多 (O) 
上 的 , 多 (O) 中 和 zw 平行 的 直线 与 没有 交点 ,因此 7 在 其 上 没 
有 定义 . 

多 (0O) 中 的 直线 完全 由 它 的 方向 所 决定 ,我 们 把 直线 的 方向 
称 为 线 向 (区 别 于 向 量 的 方向 . 它 可 以 用 一 个 非 零 向 量 来 表示 ,但 
是 相反 方向 的 向 量 表 示 同 一 个 线 向 ). 于 是 多 (O) 中 凡是 线 向 平行 
于 zt 的 直线 不 在 映射 i 的 像 集 中 , 多 (O) 中 凡是 线 向 平行 于 x 的 
直线 不 在 映射 7 的 定义 域 中 . 

下 面 我 们 把 x( 作 为 点 集 ) 加 以 扩大 ; 把 所 有 平行 于 的 线 向 
作为 新 元 素 添加 进来 , 称 这 个 扩大 了 的 集合 为 x 的 扩大 平面 ,并 记 
作 i. 因此 x+ 是 一 个 特殊 的 集合 , 它 由 两 种 不 同性 质 的 元 素 所 构 
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成 : 一 部 分 是 普通 的 点 , 即 原来 x 上 的 点 (这 些 元 素 构成 + 的 子 
集 x) ; 另 一 部 分 是 平行 于 x 的 所 有 线 向 . 映射 i 现在 可 以 扩大 到 
r+ 上: 让 每 个 线 向 的 射影 规定 为 2(O) 中 由 此 线 向 决定 的 直线 . 
此 时 , i : x+ 习 多 (O) 是 一 个 一 一 对 应 的 ,把 它 称 为 射影 映射 ( 简 
称 射影 ). 在 射影 映射 之 下 , 当 点 沿 着 平面 + 上 的 一 条 直线 向 着 无 
穷 远 处 (不 论 是 两 个 方向 中 的 哪个 方向 ) 跑 去 时 , 它 的 射影 像 的 极 
限 就 是 此 直线 的 线 向 的 射影 像 ,因此 常常 把 直线 的 线 向 称 为 它 的 
无 穷 远 点 .平面 x 也 可 同样 扩大 为 zi ,并 规定 名 (0O) 中 平行 于 x 
的 直线 的 截 影 为 它 的 线 向 (是 太 的 元 素 ). 此 时 ,7 : 多 (O) 一 ti 
也 是 一 一 对 应 , 称 为 截 影 . 这 样 ,中 心 投影 [=7。i 就 是 x+ 到 式 | 
的 一 个 一 一 对 应 ,但 是 它 会 把 x+ 的 某 些 普 通 点 ( 即 /。 上 的 点 ) 变 为 
x 的 线 向 ,也 会 把 x+ 的 某 些 线 向 变 为 x 的 普通 点 . 事实 上 ,除了 
4 的 线 向 之 外 的 所 有 其 他 线 向 都 变 为 普通 点 ,而 lo 的 线 向 也 在 z| 
上 ,中心 投影 把 它 变 为 自己 ( 它 是 x+ 和 天 的 一 个 公共 点 ). 


2. 2 扩大 平面 和 中 心 直 线 把 上 的 “ 线 ”结构 


扩大 平面 上 有 了 无 穷 远 点 这 一 类 特殊 的 元 素 后 ,平面 上 原来 
的 许多 几何 概念 不 再 有 意义 ,或 者 需要 改变 . 这 里 我 们 先 来 说 说 直 
线 ( 为 了 避免 混淆 ,在 扩大 平面 上 暂时 改称 为 “ 线 汶 概念 的 改变 . 
x+ 上 的 “ 线 ” 是 x+ 的 下 面 两 种 子 集 : 

(1) x 上 的 原来 的 直线 添加 上 它 的 无 穷 远 点 成 为 r+ 的 “ 线 ” 
(下 面 称 为 普通 线 ); 

(2) x+ 的 所 有 无 穷 远 点 构成 的 子 集 也 看 作 x+ 的 线 , 称 为 x+ 
的 “无 穷 远 线 ” 

普通 线 容 易 被 接受 ,有 的 读者 可 能 会 对 “所 有 无 穷 远 点 构成 一 
条 线 ” 感 到 意外 . 下面 的 事实 会 帮助 你 看 出 这 个 规定 的 合理 性 : 在 
射影 下 ，(22 和 (1) 中 的 每 条 “ 线 ?的 像 都 恰好 构成 空间 中 以 O 为 中 
心 的 一 个 中 心 直 线 东 ( 即 经 过 O 点 ,并 且 在 一 张 平面 上 的 全 体 直 
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线 的 集合 ), x 上 的 一 条 直线 1 的 像 都 在 /与 O 点 决定 的 平面 上 ， 
得 是 要 加 上 经 过 OO 点 并 且 和 /平行 的 直线 才能 构成 中 心 直 线 束 ; 
所 有 无 穷 远 点 构成 的 “ 线 ” 的 像 就 是 在 经 过 O 点 并 且 平 行 于 x 的 
直线 构成 的 那个 中 心 直 线 东 . 而 在 截 影 下 , 名 C(O) 中 的 每 个 中 心 直 
线束 的 像 都 是 x+ 上 的 “ 线 ”, 其 中 有 一 个 是 无 穷 远 线 , 其 他 都 是 普 
通 线 . 于 是 ,在 x+ 到 zx 的 中 心 投影 T 之 下 ， x+ 的 每 条 “ 线 ” 恰 好 映 
成 起 的 一 条 “ 线 ”, zt 的 每 条 “ 线 ” 的 原 像 也 都 是 r+ 的 “ 线 ”, 从 而 
中 心 投影 + 诱导 出 从 x; 的 “ 线 ” 的 集合 到 区 的 “ 线 ” 集 合 的 一 个 一 
一 对 应 . 但 是 x+ 的 “无 穷 远 线 ? 对 应 到 x 的 一 条 普通 “ 线 ”,， r+ 上 
有 一 条 普通 “ 线 ” 对 应 到 x 的 “无 穷 远 线 ”. 

在 多 (0) 上 ,我 们 也 规定 “ 线 ” 结 构 , 在 同一 中 心 直 线 东 中 的 
直线 的 集合 称 为 名 (0O) 中 的 一 条 “ 线 ”. 于 是 名 (O) 中 的 “ 线 ” 集 合 
和 经 过 O 点 的 平面 的 集合 有 自然 的 一 一 对 应 关系 ,因此 也 可 把 经 
过 O 点 的 平面 看 作 名 (O) 中 的 “ 线 ”. 

现在 ,扩大 平面 和 中 心 直 线 把 上 都 有 了 “ 线 ” 结 构 , 并 且 射 影 和 
截 影 都 是 保持 “ 线 ” 结 构 的 一 一 对 应 . 在 中 心 直 线 把 上 的 “ 线 ” 不 存 
在 差别 . 由 此 也 可 看 出 扩大 平面 上 “ 线 ” 结 构 的 合理 性 . 

下 面 , 在 提 到 扩大 平面 和 中 心 直 线 把 上 的 “ 线 ” 时 ,不 再 带 引 
号 . 在 中 心 直 线 把 上 ,把 原来 意义 的 直线 改称 为 点 或 元 素 . 读者 在 
见 到 这 些 名 词 时 应 注意 准确 认定 其 意义 . 


2.3 点 与 线 的 关联 关系 


在 扩大 平面 上 , 线 与 点 的 关系 有 了 变化 . 

“两 点 决定 一 条 线 ” 仍 然 正 确 , 但 是 内 涵 更 加 丰富 了 ,除了 两 个 
普通 点 仍 决定 线 (在 通常 意义 下 决定 的 直线 加 上 无 穷 远 点 ) 外 ,一 
个 普通 点 和 一 个 无 穷 远 点 也 决定 一 条 线 , 两 个 无 穷 远 点 则 决定 的 
是 无 穷 远 线 . 

在 扩大 平面 上 ,两 条 不 同 线 的 关系 也 简单 了 :“ 任 何 两 条 不 同 
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的 线 都 相交 于 一 点 ”. 两 条 普通 线 如 果 按 照 原来 的 意义 就 是 相交 
的 , 则 它们 的 无 穷 远 点 不 同 ,因此 仍然 只 有 一 个 交点 ;如 果 按 照 原 
来 的 意义 是 平行 的 , 则 它们 有 公共 的 无 穷 远 点 ;一 条 普通 线 在 它 的 
无 穷 远 点 处 和 无 穷 远 线 相交 . 

线束 的 概念 也 发 生 了 改变 ,不 再 分 中 心 线束 和 平行 线束 ,后 者 
也 是 经 过 一 点 ( 即 一 个 无 穷 远 点 ) 的 线 的 集合 . 

现在 ,点 与 线 的 关系 变 得 对 称 了 . 

在 习惯 上 ,点 与 线 还 有 从 属 关 系 , 即 把 线 看 作 点 的 集合 ,点 在 
线 上 看 作 一 种 属于 关系 . 但 是 如 果 把 每 个 点 与 它 决定 的 线束 等 同 
起 来 ,那么 也 可 说 线 属 于 点 ( 即 它 决 定 的 线束 ). 于 是 点 和 线 的 从 属 
关系 是 互相 的 ,以 后 我 们 改称 为 点 和 线 的 关联 关系 ， 

在 扩大 平面 上 ,平行 已 失掉 意义 . 欧 氏 几何 和 仿 射 几 何 的 许多 
概念 不 能 在 扩大 平面 上 推广 ,如 距离 、 夹 角 、 简 单 比 等 等 ,它们 既 在 
中 心 投影 下 不 再 保持 ,也 不 能 自然 地 引申 到 扩大 平面 上 . 线段 的 概 
念 也 失去 意义 ,因为 沿 着 一 条 线 从 一 点 跑 到 另 一 点 有 两 个 途径 . 虽 
然 我 们 也 谈 扩 大 平面 上 的 三 角形 ,但 是 边 、 角 、 内 部 等 等 概念 都 已 
失去 意义 ,只 剩 下 三 个 不 共 线 的 顶点 和 三 条 不 共 点 的 线 . 

在 扩大 平面 上 只 保留 下 了 点 与 线 的 关联 关系 ,以 及 在 此 基础 
上 产生 的 点 的 共 线 关系 和 线 的 共 点 关系 .于 是 许多 几何 命题 不 再 
有 意义 ,但 是 ,如 德 扎 格 定理 和 帕 普 斯 定理 等 的 条 件 和 结论 都 只 涉 
及 点 线 关 联 关 系 的 命题 , 即 可 以 放 在 扩大 平面 上 来 研究 ,并 且 不 必 
再 区 别 各 种 情形 . 

在 射影 几何 学 中 ,所 研究 的 正 是 图 形 的 只 与 点 线 关 联 关系 相 
关 的 几何 性 质 . 

在 中 心 直 线 把 上 看 ,点 线 的 关联 关系 更 加 直观 而 明确 , 它 就 是 
通常 意义 下 直线 和 平面 的 关系 . 


2.4 射影 平面 的 定义 


在 结束 本 节 之 前 ,我们 给 出 射影 平面 的 一 般 定 义 . 
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定义 5.1 一 个 具有 线 结构 的 集合 ( 即 规定 了 它 的 哪些 子 集 
称 为 线 ) 称 为 一 个 射影 平面 ,如果 存 在 从 它 到 一 个 中 心 直 线 把 的 保 
持 线 结构 的 一 一 对 应 . 

这 里 所 说 的 “保持 线 结构 ”, 也 就 是 “保持 点 线 的 关联 关系 ”. 

这 是 一 个 形式 上 很 抽象 的 描述 性 的 定义 , 它 并 没有 把 射影 平 
面 规定 为 一 个 具体 的 几何 实体 .但 是 由 这 个 定义 知道 ,每 个 中 心 直 
线 把 都 是 射影 平面 ,每 个 扩大 平面 也 都 是 射影 平面 .除了 这 两 大 类 
射影 平面 外 ,还 有 许多 形式 各 蜡 的 其 他 的 射影 平面 ,它们 的 具体 形 
式 分 别 适 合 不 同 研 究 领域 的 需要 . 虽然 形式 上 是 多 样 的 ,但 是 因为 
射影 几何 学 中 所 关心 的 正 是 只 涉及 点 线 关联 关系 的 问题 ,而 不 同 
的 射影 平面 间 有 着 保持 点 线 的 关联 关系 的 一 一 对 应 ,所 以 从 射影 
几何 学 的 角度 来 看 ,它们 并 无 区 别 . 对 于 初学 者 而 言 ,不 必 去 关心 
到 底 还 有 哪些 不 同形 式 的 射影 平面 ,在 本 章 以 后 的 讨论 中 ,我 们 都 
以 中 心 直 线 把 和 扩大 平面 作为 具体 的 模型 . 

扩大 平面 和 普通 平面 的 自然 的 联系 使 得 我 们 可 以 把 射影 平面 
作为 普通 平面 在 集合 上 的 扩充 ,普通 平面 上 图 形 可 以 放 到 射影 平 
面 上 来 看 ,射影 几何 学 的 许多 结论 就 可 应 用 到 普通 几何 问题 上 去 . 
由 此 看 出 ,射影 几何 学 和 仿 射 几何 学 的 密切 联系 ， 

中 心 直 线 把 作为 射影 平面 的 基本 模型 ,一 方面 它 的 各 元 素 是 
没有 区 别 的 , 另 一 方面 它 的 直观 性 以 及 和 普通 空间 的 自然 联系 解 
除了 射影 平面 的 神秘 性 . . 


习 题 5.2 


1. 设 5? 是 一 个 球面 , Pi 是 由 5? 的 每 一 对 对 径 点 ( 即 直径 的 
两 个 端点 ) 为 元 素 的 集合 ,把 在 8: 的 每 个 大 圆 上 的 那些 对 径 点 构 
成 的 Pi 的 子 集 称 为 P, 的 “ 线 ” 说 明 具有 这 样 的 线 结构 的 集合 己 
是 一 个 射影 平面 . 
2. 设 D: 是 一 个 圆 盘 ( 圆 周 及 其 所 围 的 部 分 ), 规 定 集 合 P 
为 其 元 素 包括 D? 的 全 体内 点 和 圆周 上 的 每 一 对 对 径 点 . P: 上 
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规定 “ 线 ” 结 构 为 : 全 体 对 径 点 是 一 条 “ 线 ”; 把 刀 上 每 个 以 DD 的 
直径 为 长 轴 的 半 椭 圆 上 的 元 素 也 构成 “ 线 ”. 说 明 具 有 这 样 的 线 结 
构 的 集合 P; 是 一 个 射影 平面 . 


33 交 人 比 


简单 比 是 仿 射 几何 学 中 的 重要 概念 ,但 是 它 在 中 心 投影 下 不 保 
持 不 变 ,因此 不 能 用 到 射影 几何 学 中 . 起 到 代替 它 的 作用 的 是 交 比 . 

交 比 概念 本 来 在 普通 的 平面 和 空间 中 就 可 以 引进 ,但 是 它 被 
距离 . 夹 角 、 简 单 比 等 概念 所 决定 ,因此 在 欧 氏 几何 学 和 仿 射 几何 
学 中 , 它 没有 独立 的 价值 . 然而 ,这 个 概念 可 以 推广 到 扩大 平面 和 
中 心 直 线 把 上 ,并且 它 在 射影 、 截 影 和 中 心 投影 下 保持 不 变 , 从 而 
成 为 射影 几何 学 中 的 一 个 重要 的 数量 形式 的 概念 . 

下 面 我 们 先 介绍 普通 几何 中 的 交 比 及 其 性 质 , 然 后 建立 扩大 
平面 和 中 心 直 线 把 上 的 交 比 . 


3.1 普通 几何 中 的 交 比 


设 wazyasya 是 空间 中 的 4 个 共 面 的 向 量 , 但 是 它们 两 两 不 
共 线 . 于 是 根据 第 一 章 的 分 解 定 理 1. 1，csyas 都 有 对 mya: 的 惟一 
分 解 式 : 

as = sa ti Qs, (5.1) 
2 = $2 Qi + ts Qo, (5. 2) 
其 中 s1,4i,s2,tz 都 不 等 于 0. 把 比值 


S2l1 
sity 


称 为 这 4 个 向 量 的 交 比 ; 记 作 (a ,a2;@a;,a,). 
显然 , 交 比 的 值 和 这 4 个 向 量 的 顺序 有 关 , 但 是 不 同 顺 序 的 
交 比 是 互相 决定 的 .它们 具有 下 面 的 规律 . 


(5. 3) 
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(1) (aiyaziatyas) 一 (azyaijasyat) 一 (alyaziasya) 5 (5.4) 
(2) (aiyasjazya4) 十 (alyazyasya4) 一 1; (5. 5) 
(3) (@s,@4;a1 42) = (a ,02 ;0,04). (5. 6) 
(1) 的 验证 是 容易 的 , 留 给 读者 完成 ,下 面 我 们 先 验 证 (2). 

从 (5.1) 和 (5.2) 得 到 


i pn 十 二 my a4 一 [5 — | 十 入 aa 
于 是 
is 用 9 tis2 一 St 
(Qi yas iazyQ4) 一 ee 二 
An 
= 1— (a,Q;0;,04). 
移 项 得 到 (2). 
再 用 (1) 和 (C2) 推出 (3): 


(@s sas0102)= ] — (a3,Q1;G4, 0;) 
= 1— (a,a;;Q,04) 
= (Qi ,2;03, 0). 
从 (1),(2),(3) 可 以 推出 所 有 其 他 顺序 的 交 比 (共有 24 个 不 同 的 
顺序 ). 
命题 5.1 设 al,a;,a;,as 是 空间 中 两 两 不 共 线 的 4 个 共 面 的 
问 量 , &1 ,ks,k;,k 是 任意 的 4 个 非 0 常数, 则 
(ki ais ks a ;ks a ,Rs os) = (a ,0 ;a ,04). 
证 明 只 用 分 析 每 个 k; 对 S19529t1912 这 4 个 数 的 影响 , 它 恰 
好 改变 其 中 的 两 个 数 ,并且 这 两 个 数 分 别 出 现在 比 式 


3S2t1 
Sit2 


的 分 子 和 分 母 上 ,从 而 它 不 改变 比 式 的 值 . 详细 证 明 过 程 请 读者 自 
己 完成 .。 1 
命题 5. 1 说 明 4 个 向 量 的 交 比 是 由 它们 代表 的 4 个 线 向 所 决 
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定 的 ,从 而 可 以 规定 4 条 共 面 直线 的 交 比 . 

定义 5.2 设 4,ls,l3,44 是 空间 中 4 条 平行 于 同一 平面 的 直 
线 ,并 且 它 们 两 两 不 平行 , 则 规定 它们 的 交 比 为 ; 

(Lil2sl3sLs) := (QQ2 ;G3 ,a4), 

其 中 a; 是 平行 于 4 的 任意 非 零 向 量 , ;一 1,2,3，,4. 

这 4 条 直线 的 不 同 顺 序 的 交 比 也 具有 (5. 4), (5. 5), (5. 6) 所 
示 的 规律 : 

(1) (isl2slasls) = (LULL ) = (hi sz3lasl4) ; 

(2) (Lislasl2sLa) + Cll2aslssh)=1; 

(3) (sslaslil2) = (Ui, 172;Ls ,Ls). 

在 直线 作 平移 时 它们 的 线 向 不 变 ,因此 交 比 不 改变 . 以 后 常用 
的 是 相交 一 点 的 4 条 共 面 直线 的 交 比 . 

下 面 再 规定 共 线 4 点 的 交 比 . 

定义 5.3 设 4,4:,4:,44 是 平面 上 共 线 的 4 个 不 同 的 点 ， 
规定 hi,4:,4s,44 的 交 比 为 : 


(Al, A,, A;) 
(A ,A,;A; » 4) :二 CA A A (5. 7) 
点 的 交 比 和 线 的 交 比 有 着 密切 的 关系 . 


命题 5. 2 (1) 设 0100 是 平面 x 上 的 经 过 点 书 的 4 条 
不 同 直线 , ! 是 x 上 的 不 经 过 己 点 ,并且 和 站 ,10 都 相交 的 直 
线 , 记 4 ,4;,,4:,4, 依次 是 它 与 如 ll 的 交点 (图 5. 11), 则 
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(Lisl2sl39Ls) = (Ai, 4543，44)， 
(2) 设 41,4;,A;,A4 是 共 线 的 4 个 不 同 点 , O 是 与 它们 不 共 
线 的 一 点 , 它 和 A1,A4;,A3,A4 依次 决定 直线 41,43,44, 则 
(Ai,A,;A;,As) = (l,ls;L3,Ls). 
证 明 显然 (1) 和 (2) 是 等 价 的 ,下 面 只 证 明 (1), 为 此 只 需 证 


明 
A 和 

按照 线 的 交 比 的 定义 ， 

Cslaslssl) = (PA'i, PA;PA;, PA). 

设 
PA, = 5 PA i Ph, PA = ss PA + t, Ph, 

则 

(Ai, As, As) = 8 (A1, Az, A4) = 
于 是 


二 一 os 一 2 t 
(li,L2;Lb3 3L4) 一 (PA ;PA,;PA;,,PA,) 一 


1t2 
_ (A444) | 
(Ai,A,,A,) 

我 们 把 命题 5. 2 所 说 明 的 事实 称 为 点 线 交 比 的 协调 性 . 

从 点 线 交 比 的 协调 性 看 出 ,这 两 种 交 比 有 相同 的 性 质 . 于 是 ， 
共 线 4 点 在 不 同 顺序 下 的 交 比 也 具有 (5. 4), (5. 5), (5. 6) 所 示 的 
规律 ,这 里 不 再 一 一 写 出 (它们 也 可 直接 用 定义 验证 ). 

共 线 4 点 的 交 比 既然 是 用 简单 比 规定 的 ,于 是 它 在 仿 射 变换 
和 仿 射 映射 之 下 是 保持 不 变 的 . 于 是 共 面 4 直线 的 交 比 在 仿 射 变 
换 和 仿 射 映射 之 下 也 保持 不 变 . 

用 点 线 交 比 的 协调 性 可 以 证 明 一 些 几 何 问题 ,这 种 方法 称 为 
交 比 法 . 
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例 5.1 用 交 比 法 证 明 习 题 5. 1 的 第 4 题 的 (1)( 图 5. 9). 

证 设 连结 M,N 的 直线 分 别 和 ,相交 于 Qi1,Qs, 与 B,E 
的 连 线 相交 于 工 , 则 本 题 所 要 证 明 的 就 是 QQ&;. 

对 交 比 (M,N;L,Q1) 利 用 点 , 线 交 比 的 协调 性 来 转化 : 

(M,N;L,Q)= (BF ,BD;BE,/) = (F,D;E,Q) 
= (OF ,OD,;OF ,0Q) = (C,A;B,Q) 
= (EC,EA;EB,!) = (M,N ;L,Q;,). 

从 而 Qi 一 Q2.( 以 上 两 个 点 连 写 表示 它们 决定 的 直线 ,如 BF 是 五 
和 五 决定 的 线 .) | 

在 普通 的 空间 中 还 有 共 轴 的 4 平面 的 交 比 . z 

命题 5.3 如果 mr,rs,m 是 空间 中 4 张 都 经 过 直线 1 的 不 
同 平面 , 是 与 ! 相交 的 平面 . 记 4payl0 依次 是 x 和 x ,zo,x;， 
x 的 交 线 , 则 交 比 (lz;ls,44) 和 的 选择 无 关 . 

证 明 设 x+ 和 x 是 两 张 都 和 /相交 的 平面 , 记 民 ,Ls,Ls,44 依次 
是 平面 A 和 N19 TN2 9 N39 M4 的 交 线 ， A jal, 依次 是 Tz 和 N19 N29 Na, 
T4 的 交 线 . 

如 果 zt 和 zw 平行 , 则 L/L, i==1,2,3,4, 结 果 显然 . 

如 果 z+ 和 zw 不 平行 ,从 到 的 并 且 平 行 于 的 平行 投影 把 
1 变 为 上 ,i 二 1,2,3,4. 平 行 投影 是 这 两 张 平面 之 间 的 仿 射 映射 ， 
于 是 由 共 面 4 直线 的 交 比 在 仿 射 映射 之 下 保持 不 变 得 到 结果 . 1 

这 个 命题 使 得 我 们 可 以 规定 共 轴 4 平面 的 交 比 . 

定义 5.4 设 m,myraym 是 空间 中 4 张 不 同 平面 ,它们 都 经 
过 直线 1, 取 定 一 张 与 1 相交 的 平面 x. 记 ,ls,ls,44 依次 是 x 和 
X19X29X39T4 的 交 线 ,规定 mm,rzyrayzs 的 交 比 

(M1, T2394) = (hlsls Ls). 

共 轴 4 平面 在 不 同 顺序 下 的 交 比 也 具有 (5. 4), (5. 5), (5. 6) 
所 示 的 规律 . 

面 线 的 交 比 也 有 协调 性 ,请 读者 自己 叙述 其 意义 ,并 给 出 证 
明 . 
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3.2 中心 直线 把 和 扩大 平面 上 的 交 比 


现在 把 交 比 的 概念 引进 射影 平面 . 我 们 要 建立 的 交 比 有 两 类 ， 
共 线 4 点 的 交 比 和 共 点 4 线 的 交 比 . 

实际 上 我 们 只 在 中 心 直 线 把 和 扩大 平面 上 建立 交 比 . 根据 身 
影 平面 的 意义 ,不 难 再 把 交 比 概念 引入 一 般 射 影 平 面 上 . 不 过 在 这 
里 我 们 不 进行 对 此 概念 的 引入 . 

1. 中 心 直 线 把 上 的 交 比 

在 中 心 直 线 把 上 建立 交 比 概念 是 十 分 自然 的 . 

设 ,li,43,44 是 中 心 直 线 把 多 (O) 中 的 4 个 共 线 点 ,也 就 是 普 
通 空间 中 经 过 O 点 的 4 条 共 面 的 直线 ,于 是 可 规定 它们 的 交 比 也 
就 是 共 面 4 线 的 交 比 , 仍 记 作 (4i ,ls;7s,L4). 

设 ma,zayxsyzx 是 中 心 直 线 把 多 (0O) 的 4 条 共 点 的 线 , 也 就 是 
普通 空间 中 4 张 共 轴 的 平面 ,于 是 可 规定 它们 的 交 比 也 就 是 共 轴 
4 平面 的 交 比 , 仍 记 作 (x ,rs;xsyx4)，. 

中 心 直 线 把 上 的 这 两 类 交 比 有 协调 性 , 即 

(1) 设 4,Lz,l3,44 是 中 心 直 线 把 多 (O) 的 4 个 共 “ 线 ”点 , /和 
它们 不 共 线 ,并 依次 和 它们 决定 “ 线 ”x ,zs ,zs ,zt , 则 

(Lislzsl3sls) = (Ns Ty Ns, Ts) ; 
(2) 设 zd,zioo ,TT 是 中 心 直 线 把 儿 (O) 的 4 条 共 点 “ 线 ”, 
和 它们 不 共 点 ,并 依次 和 它们 相交 于 点 yl 0, 则 
Cm maya, me) 一 (11230351 
中 心 直 线 把 上 的 交 比 和 顺序 的 关系 也 具有 (5. 4), (5. 5)， 
(5. 6) 所 示 的 规律 . 

2. 扩大 平面 上 的 交 比 

设 41,4:,4;,A4 是 扩大 平面 x+ 上 的 共 线 4 点 . 则 有 三 种 可 能 
性 : (1) 它们 都 是 普通 点 ;(2) 其 中 有 一 个 为 无 穷 远 点 ;(3) 它们 
都 是 无 穷 远 点 .在 (1) 的 情形 已 经 有 交 比 (4:,4:;4:,44). 但 是 在 
(2) 和 (3) 的 情形 就 不 能 用 普通 几何 中 的 交 比 来 规定 它们 的 交 比 
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了 .我 们 必须 另辟蹊径 .方法 是 用 射影 把 它们 变 为 中 心 直 线 把 中 的 
共 “ 线 ”4 点 ,用 后 者 的 交 比 规定 它们 的 交 比 . 但 是 射影 不 是 惟一 
的 , 它 由 OO 点 决定 . 为 此 我 们 必须 先 说 明 O 点 的 选择 不 会 影响 结 
果 . 

在 下 面 的 命题 和 和 定义 中 ,对 于 x+ 上 的 一 点 4, 和 空间 中 不 在 x 
上 的 点 O. 记 O4 是 4 的 射影 像 , 即 O 和 4 决定 的 直线 ( 当 4 是 线 
向 时 ，O4 是 经 过 O 点 ,并 且 线 向 为 4 的 直线 ). 

命题 5.4 设 4:,4;,43:,44, 是 扩大 平面 x+ 上 的 共 “ 线 ?4 点 . 
O 是 空间 中 不 在 zx 上 的 点 , 则 交 比 (04,,04:;04:,O04) 和 O 点 
的 选择 无 关 . 

证 明 设 O 和 0O' 是 两 个 不 在 x 上 的 点 . 则 空间 保持 x 上 的 每 
一 点 不 动 ,并 且 把 O 变 为 O! 的 仿 射 变换 把 OA1,0A;,,0A;,04, 依 
次 变 为 OF Ai ;O' A CO 43 ,0O' A, ;于 是 交 比 

(04,04;;04;,04,) = (O'A1,0'As;O0'A3,0'A). | 

有 了 这 个 命题 ,我 们 可 以 作出 下 面 的 定义 . 

定义 5.5 设 4,4:,4:,44 是 扩大 平面 x+ 上 的 共 线 4 点 . O 
是 空间 中 和 4 ,4:,4:,44 不 共 线 的 点 , 则 规定 4i,4:,4:,44 的 交 
比 为 

(4 ,4 4 4) := (Oh1,04;,;04;,04,). 

显然 ,不 同 顺序 的 交 比 也 具有 (5. 4),(5. 5),(5. 6) 所 示 规 律 . 

根据 这 个 定义 ,容易 得 出 (习题 5. 3 的 第 2 题 ): 当 4i, 4;， 
4;, 44 都 是 普通 点 时 ,它们 的 交 比 就 是 普通 几何 中 的 交 比 ,从 而 可 
以 用 简单 比 表示 : 


_ (4,4A,,A,) 
(A ,A,;As, A,) CE (Al, A,,A,)’ 
当 Al,A,, A;, A, 都 是 无 穷 远 点 ( 线 癌 ), 则 (41,4,;A;, 44) 就 
是 这 4 个 线 向 的 交 比 . 


下 面 讨论 当 Ai, A,, A;, A, 中 有 一 个 无 穷 远 点 时 ,其 交 比 和 其 
中 3 个 普通 点 的 简单 比 的 关系 . 由 于 不 同 顺 序 的 交 比 是 互相 决定 
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的 ,我 们 只 给 出 A 是 无 穷 远 点 的 情况 (其 他 情况 留 作 习题 一 一 习 
题 5. 3 的 第 3 题 ). 此 时 向 量 A14s 平 行 于 O44, 于 是 
(04,,04,;04,,04,) = (Ohi,04;;04,, Aid;). 
设 045= 9 Ohi 十 t1 0O4:, 又 有 4 4 一 一 04; 十 04?, 于 是 


(OF ,OF OR, AL) =— ny Wy 
即 当 4 ,4A,,A; 都 是 普通 点 ，A4 是 无 穷 过 点 时 ， 
(A ,A,; A:, A,) Ce (A) ;A,, A,). (5. 8) 


下 面 来 规定 扩大 平面 上 的 共 点 4“ 线 ”的 交 比 . 

设 ,l,l3,44 是 扩大 平面 r+ 上 的 共 点 书 的 4“ 线 ” 则 也 有 三 
种 可 能 性 : (1) P 是 普通 点 ;(2) P 是 无 穷 远 点 , L1,li,l3,44 中 有 一 
条 为 无 穷 远 线 ;(3) P 是 无 穷 远 点 , L1,l2,l3,4s 都 是 普通 线 . 

和 规定 扩大 平面 上 的 共 线 4 点 的 交 比 时 遇 到 的 情形 一 样 ,在 
P 是 普通 点 时 , Li,li,ls3,4 都 是 普通 线 , 可 以 用 普通 几何 中 的 交 比 
来 规定 它们 的 交 比 .但 是 对 另 两 种 情形 普通 几何 中 没有 相应 的 交 
比 . 我 们 仍 采 用 定义 点 的 交 比 时 所 用 的 方法 . 

对 于 x+ 上 的 线 和 空间 中 不 在 x 上 的 点 O0, 记 Ol 是 O 和 /i 决 
定 的 平面 ( 当 /是 无 穷 远 线 时 , Ol 是 经 过 OO 点 ,平行 于 x 的 平面 ). 

命题 5.5 设 00,0 是 扩大 平面 x+ 上 的 共 点 4 线 . O 是 
空间 中 不 在 x 上 的 点 , 则 交 比 (Oh,Ol;;Ols,OU) 和 0O 点 的 选择 无 
关 . 

证 明 设 O 和 CO 是 两 个 不 在 zx 上 的 点 . 则 空间 的 保持 x 上 的 
每 一 点 不 动 , 并 且 把 O 变 为 0' 的 仿 射 变换 使 得 O0 ,Ol;,0O1s,0Ol 
依次 变 为 O'L1,O'l;,O'l3,O'L, 于 是 交 比 

(Ol ,OlssOlsOU) = (ONO'lsO'Ul OL). J 
定义 5.6 设 L,li,ls,44 是 扩大 平面 x+ 上 的 共 点 4 线 . O 是 
空间 中 不 在 x 上 的 点 . 则 规定 九 ,L2,L3,44 的 交 比 为 
(Lislsslas Ls) := (Ol ,OlssOl,O0L,). 
显然 ,规律 (5.4),(5. 5),(5.6) 对 这 个 定义 也 是 适用 的 . 
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当 /yy 都 不 是 无 穷 远 线 时 ，(71,l2;43,44) 就 是 通常 的 交 
比 . 
扩大 平面 上 的 交 比 的 定义 方法 蕴涵 了 : 
命题 5.6 扩大 平面 和 中 心 直 线 把 之 间 的 射影 和 截 影 保持 交 
比 不 变 , 从 而 两 个 扩大 平面 之 间 的 中 心 投影 也 保持 交 比 不 变 . 
并 且 , 扩 大 平面 上 点 与 线 的 交 比 也 是 协调 的 . 


3.3 ”调和 点 列 和 调和 线束 


下 面 的 定义 和 讨论 仍然 是 在 中 心 直 线 把 和 扩大 平面 上 进行 
的 . 

定义 5.7 如 果 共 线 四 点 的 交 比 为 一 1, 就 称 它们 为 调和 点 
列 ; 如 果 共 点 四 线 的 交 比 为 一 1, 就 称 它 们 为 调和 线束 . 

根据 交 比 与 顺序 的 关系 , 当 4:,4:,4:,4, 是 调和 点 列 时 ， 
4:,4i,43:,443 4 4 4 4: 以 及 4,,A1,44,4; 都 是 调和 点 列 ， 
即 调和 性 与 4 ,4: 的 顺序 和 4:,44 的 顺序 都 无 关 , 是 点 组 4 ,4 
和 点 组 A;, A 的 一 种 关系 ， 还 可 得 出 9 当 Ai,A,, A;, A, 是 调和 点 
列 时 ，4:,44,4:,4;: 也 是 调和 点 列 , 即 A1,As 和 4,,As 的 调和 关 
系 是 对 称 的 . 对 调和 线束 ,情况 也 完全 一 样 . 

给 定 共 线 的 三 个 点 A1,4:,A4;, 如 果 A1, 4s, 4;, A 是 调和 点 
列 , 则 称 A 为 4,4:,4; 的 第 四 调和 点 . 

例 5.2 设 4:,4:,4;: 是 扩大 平面 上 共 线 的 三 个 普通 点 , 求 它 
们 的 第 四 调和 点 . 

解 ” 如 果 4;: 是 41,4; 的 中 点 , 则 (4,4:,4:) 王 1, 则 由 公式 
(5.8), 当 44 是 41,A;,A, 所 在 线 的 无 穷 远 点 时 , 交 比 

(4 ,4;34;,4) =— (4 44;) 一 一 1， 

从 而 4,,4:,4; 的 第 四 调和 点 就 是 它 所 决定 的 线 的 无 穷 远 点 ， 

如 果 4; 不 是 4, ,4: 的 中 点 , 则 它们 的 第 四 调和 点 4A4 也 是 普 
通 点 , 它 由 

(4 ,4 ,4.) =— (Ai,A,,A;) 
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决定 .图 5.12 给 出 了 求 第 四 调和 点 44 的 作 图 法 . 


设 Ai,A;,,A;s 所 在 直线 为 /, 取 不 在 l 上 的 一 点 O, 在 线段 O04; 
上 取 一 点 D, 设 EE 是 Dh; 线 和 O04i 线 的 交点 , F 是 DAi 线 和 
Oh; 线 的 交点 , 则 连结 EE,F 的 直线 和 /的 交点 44 就 是 4 ,42:,4: 
的 第 四 调和 点 的 . 这 个 事实 可 以 用 Ceva 定理 和 Menelaus 定理 
(参见 习题 1. 1 的 第 22,23 题 ) 来 证 明 ,请 读者 自己 完成 . 下 面 我 们 
用 计算 交 比 的 方法 来 证 明 
(Ai,A,;A;,As)= (0A1,0A,;0A;3,0A,) = (E,F;H ,A,) 
= (DE,DF;DH,DA,) = (A,,A,;A;,,A,) 
= (Al,A,;A;,A,)-! (用 公式 (5. 4))， 
于 是 (4:,4:;4:,44) 王 1, 显 然 (4 ,4:; 4, 4 天 1 ,因此 
(Ai,A,;A;,A,)=—1. 


习 题 5.3 


1. 设 0 是 共 面 但 是 两 两 不 平行 的 4 条 直线 ，(1,l，; 
ls,44) 二 k, 试 求 下 列 交 比 : 
(las lasl2,L1), (Laslzslssh1), (lhasls,L2), 
(aslsslasli), (Laslislz ,Ls). 

2. 设 4,B,C,D,E 是 普通 平面 上 共 线 的 5 个 不 同 点 ,证 明 : 
(A,B;C,D)(A,B;D,E) = (A,B;C,E). 

3. 设 4,l2,l3,44 是 普通 平面 x 上 的 经 过 点 PP 的 4 条 不 同 直 
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线 ,假设 7 平行 于 如 ,110 中 的 某 一 条 ,与 4 的 交点 (如 果 相 交 ) 
仍 记 作 4;( 只 有 3 个 交点 ), 试 用 这 3 个 交点 的 简单 比 表示 (0 72; 
13,74) 《分 别 就 /平行 于 ,l,l3,4 的 4 种 情形 写 出 结果 ). 

4. 说 明和 定义 5.5 中 所 规定 的 扩大 平面 上 的 交 比 满足 、 

(1) 当 41,4;,A;,A4 都 是 普通 点 时 ,它们 的 交 比 就 是 普通 几 
何 中 的 交 比 ; 

(2) 当 hi, 4;, 4;, 4 都 是 无 穷 远 点 ( 线 向 ), 则 (4,4:;4:， 
44) 就 是 这 4 个 线 向 的 交 比 . 

9: 设 Ai, A,, A;, A, 是 扩大 平面 x+ 上 的 共 线 4 点, 并且 在 
Ai,A,,A;,,A, 中 有 一 个 无 穷 远 点 ,请 用 简单 比 表 示 交 比 . 

6. 设 al,az,as,as 是 空间 中 的 4 个 共 面 ,并 且 两 两 不 共 线 的 
向 量 .证 明 ， 

sln (ai,a;)sin Ci ,a 
(alaaiasya4) 一 2 Ce 

(符号 人 (a ,8 ) 表 示 从 a 旋转 到 8 的 角 . ) 

fs 设 在 一 个 加 上 取 定 4 个 不 同 点 Ai,A,,A;,A, ,证 明 : 

(1) 任 取 圆 上 不 同 于 这 4 点 的 点 B, 交 比 (BAi, BA4,; BA4;， 
BA4) 是 与 B 的 选择 无关 的 常数 ( 记 作 &)， 

(2) 如 果 B=4;, 则 用 圆 在 点 A; 处 的 切线 代替 直线 BA;, 此 时 
交 比 还 是 有 ; 

(3) 如 果 B 不 在 圆 上 , 则 (B41,BA,;BA;,BA,) 关 k. 

8. 在 上 题 的 假设 下 ,如 果 A14;, 是 一 条 直径 ,并且 A，A, 与 其 
垂直 , 则 = 一 1. 

9. 把 第 7 题 中 的 圆 改 为 椭圆 ,证 明 同 样 的 结果 . 

10. 证 明 : 椭圆 被 它 上 面 的 5 个 点 完全 决定 . 

11. 设 1, 是 扩大 平面 上 相交 于 点 书 的 3 条 线 . 

(1) 如 果 P 是 一 个 普通 点 ,试用 作 图 法 画 出 4 ,l,ls 的 第 四 调 
和 线 L43 

(2) 如 果 己 是 一 个 无 穷 远 点 ，/i, /3 都 是 普通 线 , 试 用 作 图 
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法 画 出 ,2 的 第 四 调和 线 /si 

(3) 如 果 4s 是 无 穷 远 线 , 试 用 作 图 法 画 出 2 ,zzs 的 第 四 调和 
线 /4 

12. 设 41,l;,ls 是 普通 平面 上 相交 于 点 书 的 3 条 线 , /, 是 它们 
的 第 四 调和 线 .证 明 : 2: 与 4 垂直 ==> /: 是 如 ,7 的 分 角 线 . 

13. 设 4; ,4:,4* 是 普通 平面 上 共 线 的 三 个 不 同 点 ，(4: ,4，， 
A;) 关 1. 又 设 4,l2,ls 是 依次 经 过 A1,As,As, 并 且 与 4i,4:,4s 所 
在 直线 ! 相交 的 3 条 平行 直线 . 取 定 i; 上 的 一 点 D, 并 记 B 为 直线 
DA; 与 0 的 交点 ,C 为 直线 DA 与 0 的 交点 .证 明 : BC 与 7 的 交 
点 就 是 4 ,4:,4; 的 第 四 调和 点 . 

14. 用 作 图 法 画 出 普通 平面 上 相交 于 一 点 书 的 3 条 不 同 直线 
的 第 四 调和 线 . 

15. 用 作 图 法 画 出 普通 平面 上 3 条 相互 平行 的 不 同 直线 的 第 
四 调和 线 . 


34 射影 坐标 系 


”为 了 用 解析 方法 研究 射影 几何 学 中 的 问题 ,必须 建立 适当 的 
坐标 系 . 坐标 系 的 基本 内 涵 是 建立 从 几何 学 的 对 象 ( 点 、 线 或 其 他 
几何 图 形 等 等 ) 到 某 种 数量 形式 ( 即 坐 标 ) 的 对 应 关系 . 但 是 坐标 的 
数量 形式 是 要 随 着 几何 对 象 的 不 同 而 改变 的 . 在 仿 射 坐标 系 中 , 坐 
标 是 有 序数 组 ,而 对 于 射影 平面 ,有 序数 组 不 再 适合 ,我 们 将 采用 
“三 联 比 ”为 坐标 的 数量 形式 . 三 个 不 全 为 0 的 数 xz,y,z 之 间 的 比 
例 关系 称 为 一 个 三 联 比 , 记 作 


Tz 


(TIT,y,Z) 或 人 


之 


(前 者 用 来 记 线 的 坐标 ;后 者 用 来 记 点 的 坐标 , 它 也 常 写成 ((z,y， 
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z) ). ) 当 xz,y,z 同时 乘 一 个 不 为 0 和 1 的 数 时 ,虽然 它们 每 个 数 
都 在 改变 ,但 是 它们 的 三 联 比 不 改变 . 显然 三 联 比 这 种 数量 形式 适 
合 于 表现 直线 的 线 向 和 平面 的 倾向 等 几何 概念 . 当 在 空间 中 取 好 
了 一 个 仿 射 坐 标 系 后 ,对 于 一 条 直线 1, 取 一 个 与 它 平 行 的 非 零 向 
量 a , 设 a 的 坐标 是 (z,y,z), 则 三 联 比 (zx,y,z) 与 a 的 选择 无 关 ， 
它 正好 表示 了 /的 线 向 . 


4.1 中 心 直 线 把 上 的 射影 坐标 系 


我 们 先 在 中 心 直 线 把 上 建立 射影 坐标 系 , 是 因为 中 心 直 线 把 
和 普通 空间 中 的 几何 有 着 自然 的 联系 . 正 是 通过 这 种 联系 ,利用 仿 
射 理论 来 得 到 中 心 直 线 把 上 的 射影 坐标 系 . 

设 多 (0O) 是 一 个 中 心 直 线 把 , 则 它 的 元 素 是 空间 中 经 过 OO 点 
的 直线 ,由 线 向 所 决定 .于 是 , 当 在 空间 中 取 定 以 O 为 原点 的 仿 射 
标 架 [O;e1,es,e3j( 实 际 上 起 作用 的 只 是 三 个 不 共 面 的 向量 el,ez， 
es) 后 , 多 (O) 中 的 每 个 元 素 对 应 着 一 个 三 联 比 . 这 样 ,我 们 就 得 到 
从 多 (O00) 到 全 部 三 联 比 的 集合 的 一 个 映射 

多 (0) 一 (全 部 三 联 比 的 集合 ). 

不 难看 出 这 是 一 个 一 一 对 应 ,这 种 对 应 关系 就 是 名 (0O) 上 的 一 个 
射影 坐标 系 . 显然 ,如 果 上 面 的 仿 射 标 肤 LOjel,ezy,esj] 中 的 每 个 坐 
标 向 量 都 乘 上 同一 个 不 为 0 的 数 ,所 决定 的 射影 坐标 系 是 一 样 的 . 

上 面 的 射影 坐标 系 有 一 个 明显 的 问题 : 它 依赖 于 普通 空间 的 
仿 射 标 架 . 对 于 射影 平面 来 说 这 是 一 种 外 在 因素 ,向 量 不 是 中 心 直 
线 把 上 的 概念 ,更 不 能 引入 到 扩大 平面 和 其 他 形式 的 射影 平面 中 
去 . 我们 需要 建立 用 射影 平面 的 内 在 因素 来 决定 的 射影 坐标 系 . 

定义 5.8 取 定 多 (O) 中 的 4 个 点 刀 ,ls,Ls,44, 使 得 其 中 任何 
3 个 都 不 共 线 ( 称 这 样 的 点 组 为 一 般 位 置 点 组 ), 再 取 定 空间 非 零 
癌 量 es//U4, 于 是 C4 可 分 解 为 分 别 平行 于 li, lz, ls 的 3 个 向 量 @1， 
ezyes 之 和 , 即 el 十 ez 十 es 一 e4. 由 于 l,l, 是 一 般 位 置 点 组 , 容 
易 看 出 » €19€29€3 是 不 共 面 的 . 于 是 得 到 一 个 仿 射 标 架 [O;eli,e:， 
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es], 从 而 得 到 名 (O) 上 的 一 个 射影 坐标 系 . 这 个 坐标 系 与 es 的 选 
择 无 关 ( 因 为 当 e 改变 时 , 即 乘 上 一 个 非 0 常数 时 ，eli'ez,es 中 的 
每 个 都 乘 上 这 个 数 ) ,也 就 是 说 , 它 完 全 由 2, 所 决定 . 称 此 
射影 坐标 系 为 由 lylL2yL3yl4 决定 的 射影 坐标 系 . 把 lisl2 Ls,L4 一 起 
称 为 它 的 射影 标 架 , 记 作 [4 ,lils,44j. 有 1,L2,L3,44 称 为 这 个 射影 坐 
标 系 的 基本 点 ,其 中 7 称 为 单位 点 . 

不 难看 出 ,在 这 个 射影 标 架 所 决定 的 射影 坐标 系 中 , 11 ,l,l;， 


4 的 射影 坐标 依次 为 
1 0 0 1 
| | 中 
0 0 1 1 


当 多 (O) 中 取 定 射影 标 架 [41,4s,l3,44] 后 ,不 仅 它 的 点 有 射影 
坐标 , 它 的 线 也 有 射影 坐标 . 多 (O) 中 的 线 对 应 着 空间 中 过 O 点 
的 一 张 平面 , 它 在 上 述 仿 射 标 架 [O;ei ,es ,es] 中 有 一 般 方程 

Zr 十 py 十 cz 一 0， 
把 三 联 比 (a,6b,c) 称 为 这 条 线 关 于 射影 标 染 [7 ,L293,l4j 的 射影 坐 
标 . 

于 是 , 当 在 多 (0O) 中 取 定 射影 标 架 [1,7s,ls,14] 后 ,所 得 到 的 
射影 坐标 系 是 两 个 一 一 对 应 : 

“(1) 多 (O) 中 的 点 集合 到 全 部 三 联 比 集合 的 一 一 对 应 ; 

(2) 家 (9) 中 的 线 集合 到 全 部 三 联 比 集合 的 一 一 对 应 . 

下 列 结论 都 是 容易 推出 的 : 


之 


(1) 如 果 一 个 点 的 坐标 为 |y |, 一 条 线 的 坐标 为 (a,p,c》, 则 


之 


它们 关联 的 充分 必要 条 件 为 cz 十 by 十 cz 一 0 
(2) 如 果 三 个 点 的 坐标 依次 为 
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则 这 三 个 点 共 线 的 充分 必要 条 件 为 
oT, 
21 yz |= 0; 
之 1 2Z> 之 3 
(3) 如 果 三 条 线 的 坐标 依次 为 

(ai ,D1 ;C1)， (as ,0 ,C2)， 《as ,03,C3)，, 


则 这 三 条 线 共 点 的 充分 必要 条 件 为 


Ql ob C1 


az b, c,|= 0. 


Us bs C3 


4.2 扩大 平面 上 的 射影 坐标 系 


在 扩大 平面 上 建立 射影 坐标 系 的 自然 想法 是 通过 它 到 某 个 中 
心 直 线 把 的 射影 这 种 一 一 对 应 来 实现 . 设 4 ,4:,4:,4. 是 扩大 平 
面 x+ 上 处 于 一 般 位 置 的 4 点 , 则 r+ 到 一 个 中 心 直 线 把 多 (O) 的 
射影 把 它们 映 为 多 (O00) 的 处 于 一 般 位 置 的 4 点 li, lz, Ls3, Ls, 以 
[00 为 标 架 给 出 一 一 对 应 g : 多 (0) 一 {全 部 三 联 比 的 集 
合 }) ,x+ 到 多 (O) 的 射影 i 和 这 个 一 一 对 应 的 复合 f=g。i 给 出 了 
x+ 到 (全 部 三 联 比 的 集合 } 的 一 个 一 一 对 应 ,也 就 是 x+ 上 的 一 个 射 
影 坐标 系 . 这 里 出 现 的 一 个 自然 的 问题 是 : 这 个 射影 坐标 系 是 否 
和 0O 点 的 选择 无 关 ? 这 当然 是 我 们 希望 看 到 的 情形 . 

引 理 设 f: E>E’ 是 一 个 空间 仿 射 变换 , f(0)==0'. 4， 
,150 是 多 (O) 的 处 于 一 般 位 置 的 4 个 点 , 记 4=f(4) ， 一 1,2， 
3,4. 则 
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(1) 0 lz ,130 也 处 于 一 般 位 置 ; 

(2) Y 1E 久 (O00) 在 [4,l2,ls,4j 中 的 坐标 和 多 (O') 中 02) 
在 [2 ,ls ,ls ,LJ 中 的 坐标 相同 . 

证 明 (1) 的 结论 是 显然 的 ,只 用 证 (2). 

取 定 空间 非 零 向 量 et li, & 二 1,2,3,4, 使 得 e4 一 61 十 ez 十 es. 
于 是 得 到 一 个 仿 射 标 架 [O ;el ,ezyes] , 则 多 (O) 的 由 [7,7 ,3 ,Lj 决 
定 的 射影 坐标 系 就 是 用 这 个 仿 射 标 架 给 出 的 . 记 

el 一 f(e), k=1,2,3,4, 

则 e: NA 并 且 人 =el 十 6 十 e, 从 而 多 (O') 的 由 [Ui ,如 ,WL4] 决 定 
的 射影 坐标 系 是 由 仿 射 标 架 [O' ;ei ,ez ,esj 给 出 . 设 e/l, 则 fle)W/ 
f 0) ,并 且 e 在 LOjei »€2 ;63 的 坐标 与 Je) 在 LO/ ;el ,C2 ,@3] 的 坐标 
相同 ,从 而 /在 [41,7,7s,L4] 中 的 坐标 和 名 (O ) 中 (0) 在 [7 ,L243， 
/4] 中 的 坐标 相同 . 1 

现在 我 们 可 以 对 上 面 提出 的 问题 给 出 肯定 的 回答 . 如果 OO 和 
O' 是 空间 中 不 在 x 上 的 两 个 点 . 作 空间 的 仿 射 变换 f, 使 得 x 上 的 
每 一 点 都 不 动 ，f(0O)=O'. 记 11 分 别 为 x 到 名 (0O) 和 x 到 
多 (0O') 的 射影 , 则 对 于 x4+ 上 的 每 一 点 P,， fC(P))=i(P). 记 

l=i(Ad), b=i(A), £=1,2,3,4. 

于 是 有 一 ,4 二 1,2,3,4, 从 而 iCP) 在 [41,42,4s,44] 中 的 化 标 和 
i'(P) 在 [4 ,lz ,ls ,Lj 中 的 坐标 相同 . 

定义 5.9 设 A1,4;,4;,A4 是 扩大 平面 x+ 上 处 于 一 般 位 置 
的 4 操 , 取 O 点 不 在 元 上 , 设 lislz ,La la 依次 是 Ai,A,, A;,A, 在 射 
影 ; : x+ 一 肋 (O) 下 的 像 ,规定 r+ 一 (全 部 三 联 比 的 集合 } 的 一 一 
对 应 如 下 : Y 4Er+, 让 4 对 应 到 ;(4) 在 Lo 中 的 坐标 . 
称 这 个 对 应 为 r+ 上 由 Ai,A,, A;,A, 所 决定 的 射影 坐标 系 . 称 点 
组 4 ,4:,4:,44 为 这 个 射影 坐标 系 的 射影 标 架 , 记 作 [Ai,A;,A;， 
44]. A1,4;,4;,A4 都 称 为 这 个 射影 坐标 系 的 基本 点 ,其 中 44 称 
为 单位 点 . 
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在 x+ 上 取 定 一 个 射影 坐标 系 后 ,不 仅 点 有 坐标 , 线 也 有 坐标 ， 
并 且 在 中 心 直 线 把 上 射影 坐标 所 具有 的 三 个 性 质 也 都 成 立 . 这 些 
结论 都 是 自然 的 ,这 里 不 再 歼 述 . 

扩大 平面 上 射影 坐标 系 定 义 的 方式 使 得 射影 、 截 影 和 中 心 投 
影 都 是 保持 射影 坐标 不 变 的 , 即 它 们 都 把 射影 标 染 变 为 射影 标 架 ， 
并 且 对 应 点 和 线 在 对 应 的 射影 标 染 下 的 射影 坐标 相同 . 


4.3 扩大 平面 上 的 仿 射 -射影 坐标 系 


在 平面 + 上 取 定 一 个 仿 射 坐标 系 了 =[O。;e1,ez], 就 可 用 它 决 
定 x+ 上 的 一 个 射影 坐标 系 .方法 如 下 : 记 41,4; 分别 是 了 的 两 个 
坐标 向 量 e1,es 所 代表 的 无 穷 远 点 , D 是 仿 射 坐标 为 (1,1) 的 普通 
点 . 则 41,4;,Oo,D 是 扩大 平面 x+ 上 处 于 一 般 位 置 的 4 点 ,决定 
了 x+ 上 的 一 个 射影 坐标 系 了 , 称 为 由 仿 射 坐标 系 了 决定 的 仿 射 - 射 
影 坐 标 系 . 常常 以 1-J 来 表示 这 个 坐标 系 . 

下 面 我 们 求 在 这 个 仿 射 -射影 坐标 系 中 点 和 线 的 坐标 . 取 定 不 
在 x 上 的 点 O, 设 0 依次 是 A1,As,Oo,D 在 射影 i: x+ 一 
多 (O) 下 的 像 . 记 es=00,,e,=O8. 则 @==@i 十 ez 十 es, 从 而 由 [Ui， 
/11 决定 的 多 (O) 中 的 射影 坐标 系 就 是 用 仿 射 标 架 LO;ei ,es， 
es] 所 规定 的 . 

设 尸 是 x+ 上 的 普通 点 , 它 在 了 中 的 仿 射 坐标 为 (z,y), 则 向 
量 G 户 平行 于 多 (O) 中 的 元 素 OP ,并 且 

OF = 00, + OP = ze + yes + es, 

于 是 己 在 .中 的 射影 坐标 为 ((z,y，1)》. 

如 果 P 是 x: 上 的 由 非 零 向 量 a (zx,y) 代 表 的 无 穷 远 点 , 则 a 
平行 于 多 (O) 中 元 素 OP ,又 

a = ZE1 十 ye>， 

于 是 已 在 y 中 的 射影 坐标 为 ((z,y,0) 》. 

这 样 ,在 仿 射 -射影 坐标 系 中 普通 点 和 无 穷 远 点 在 坐标 上 就 有 
明显 的 区 别 : 看 第 三 个 坐标 是 否 为 0. 
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由 点 的 坐标 的 情况 ,可 以 得 到 线 的 坐标 . x 上 的 直线 如 果 在 7 
中 的 方程 为 
ar 十 by 十 c 一 0， 
则 由 它 扩大 成 的 <+ 的 线 在 y 中 的 射影 坐标 为 (aypc); 无 穷 远 线 
的 坐标 为 (0,0,1). 请 读者 自己 证 明 这 些 结论 ;无穷 远 线 和 普通 线 
也 在 坐标 上 明显 区 别 了 (看 前 两 个 坐标 是 否 都 为 0). 


4.4 射影 坐标 的 应 用 


和 解析 几何 、 仿 射 几 何 一 样 ,射影 坐标 的 引入 使 得 射影 几何 学 
中 的 许多 计算 和 证 明 问 题 可 以 通过 坐标 的 方法 来 解决 . 射影 几何 
学 中 只 涉及 点 的 共 线 问题 和 线 的 共 点 问题 ,现在 有 了 射影 坐标 后 ， 
这 两 个 问题 都 可 用 计算 三 阶 行列 式 来 解决 .于 是 , 仿 射 几 何 学 中 的 
那些 复杂 的 证 明 题 就 可 转化 为 计算 问题 了 . 例如 德 扎 格 定理 、 帕 普 
斯 定理 等 都 可 以 通过 射影 坐标 的 计算 来 验证 ,这 实际 上 已 变 成 计 
算 问 题 了 . 

先 给 出 点 和 线 的 射影 坐标 的 计算 中 的 一 般 规 律 . 

设 两 点 P,Q 在 一 个 射影 坐标 系 中 的 射影 坐标 分 别 为 


则 它们 决定 的 直线 ( 记 作 PQ) 的 坐标 为 


| 


直线 PQ 上 的 点 的 坐标 的 一 般 形式 为 


Web) 


JI 2 Z1 之 2 1 民 2 


2Z1 之 2 


9 9 


| 


之 1 民 2 yl1 2 


252 


其 中 4,p 是 不 全 为 0 的 实数 . 

已 知 两 条 线 的 射影 坐标 , 求 它 交点 的 坐标 以 及 过 交点 的 其 他 
线 的 坐标 的 一 般 形 式 也 有 类 似 的 结果 ,请 读者 自己 写 出 . 

例 5.3 设 在 一 个 射影 坐标 系 中 , 共 线 4 点 有 1,2,23,44 的 坐标 
依次 为 


求 交 比 ( lz;l3,L4). 

解 ” 先 在 多 (0O) 上 来 计算 .根据 交 比 的 定义 , 交 比 (2,72;1s， 
4) 也 就 是 200 作为 空间 中 的 4 条 直线 的 交 比 . 在 规定 射影 
坐标 系 时 所 用 到 的 仿 射 标 架 [O;el,ez,esj 中 , 设 wmyazyasyas 依次 
是 以 (1, 一 2,3),(2,2,1),(3,0,4),(5,2,5) 为 坐标 的 向 量 . 则 

(Lilzsls3sl4) = ai, GQ; ,04). 
解 出 ;二 a 十 @z ,a 二 qi 十 2 w ,于 是 
1 
> 

从 这 个 例子 看 出 用 射影 坐标 计算 交 比 的 方法 : 把 三 联 比 变 为 
普通 三 维 向 量 , 作 分 解 求 出 交 比 . 

由 于 射影 、 截 影 和 中 心 投影 都 是 保持 射影 坐标 和 交 比 不 变 的 ， 
因此 以 上 的 计算 方法 也 适用 于 扩大 平面 . 

例 5.4 设 在 一 个 射影 坐标 系 中 , 共 线 3 点 有 1,ls,ls 的 坐标 依 
次 为 


(lislzslssLs) = (ai,Q2;03 0) 一 


求 点 la 使 得 la ZL2 ,Ls sha 共 线 并且 交 比 (4 [23L3 [4) 一 5 
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解 点 0 的 射影 坐标 一 定 有 


1 
2 |+p 
5 


1 
| 
3 
的 形式 ,只 需要 决定 4,p 的 比例 关系 . 
先 求 出 (一 1,2, 一 1) 对 (1,2,5) 和 (1,0,3) 的 分 解 式 
(—1,2, — 1) = (1,2,5) — 2(1,0,3), 


于 是 A 满足 一 将 一 5, 取 4==5;, 则 wx 一 一 2, 得 到 2 的 坐标 为 


A 


对 于 共 点 4 线 的 交 比 也 可 以 用 同样 的 计算 程序 用 射影 坐标 来 
计算 (见习 题 5. 4 的 第 3. 题 ). 
例 5.5 用 射影 坐标 法 证 明 德 扎 格 定理 . 
证 明 设 直 线 有 ,lz,ls 相交 于 点 PP, 人 和信 ABC 和 A4'B'C' 的 顶 
点 分 别 在 这 三 条 线 上 (图 5. 13) ,不妨 假设 A,B,C 都 不 和 PP 点 重 
Pp 


254 


合 (否则 结论 显然 成 立 ) ,于 是 4,B,C,P 是 一 般 位 置 点 组 . 以 [4A,B， 
C,P] 为 标 架 , 建 立 射影 坐标 系 .下 面 列 出 各 点 和 线 的 坐标 : 


1 0 0 1 


1 
1 


A 2 B 9 C 9 P 


“9 


0 


和 人 ABC 的 三 条 边 的 坐标 为 
AB(0,0,1), BC(1,0,0)， AC(0,1,0). 


0 1 


工 
1 1. 同 
1 


由 图 5. 13 可 知 , 点 4' 和 4 与 P 共 线 , 可 设 点 4' 的 坐标 为 


1 


> 
1 


1 
1 


之 


理 , 设 B',C' 的 坐标 分 别 为 | y| 和 |1). 现在 可 求 出 A4'B'C' 的 三 


条 边 的 坐标 
A'B'l(1—y,1l— zxzy—1), B'C'(yz—1,1— 2z,]— yy), 
C'4'(1 一 zzz 一 1, 1 一 工 ) 
AB 与 A'B' 的 交点 M，BC 与 B'C' 的 交点 N 以 及 AC 与 4'C' 的 
交点 DD 依次 有 坐标 


元 一 0 1 一 工 
1 一 yy 3 一 |， 0 . 
0 1 一 之 z—1 


显然 行列 式 

| 0 es 

1 一 y yO—1 0 
0 | 


一 0， 


因此 M,N,D 共 线 . , 
例 5.6 用 射影 坐标 法 证 明 习 题 5. 1 的 第 4 题 的 (1)( 见 图 5. 9). 
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证 明 以 [Q,A4,E,O] 为 射影 标 架 ,建立 射影 坐标 系 . 下 面 列 
出 各 点 的 坐标 : 


1 0 0 1 1 
QI0l, A[l1|), EI0}), Ol[1|), Clz 
0 0 1 1 0 
(利用 Q,4,C 共 线 ). 
即 可 求 出 各 线 的 坐标 : 


1(0,0,1),， 7(0,1,0);， AO(1,0, 一 1);)， AE(1,0,0)， 
EO(l1, — 1,0), CO(Zz， | CE(x, = 1,0»: 
求 出 B,D,F 的 坐标 ; 


1 1 TX—1 
BI1), DI0), F 0 
0 1 并 
求 出 对 角 线 BD,BF 的 坐标 ， 
BD(— 1,1,1),， BF(zy — Xx,1 — Zz). 
最 后 求 出 M,N 的 坐标 ， 
0 1 
M ,NN rz). 
—1] 一 并 
显然 Q,M,N 三 点 坐标 的 行列 式 为 
1 0 1 
0 1 并 | 一 0， 
0 一 一 工 


4.5 ”对偶 原理 


。 对 偶 原理 是 射影 几何 学 中 的 一 个 深刻 而 重要 的 思想 . 作为 原 
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理 , 它 不 是 论证 的 结果 .但 是 它 的 形式 的 抽象 性 使 得 初学 者 不 容易 
领悟 和 接受 . 为 此 我 们 到 现在 才 介绍 它 . 

我 们 前 面 已 经 看 到 ,在 射影 平面 上 点 和 线 的 相互 关系 有 完全 
的 对 称 性 ,也 就 是 说 它们 在 逻辑 上 处 于 平等 的 地 位 . 把 射影 平面 上 
点 和 线 的 这 种 平等 的 关系 称 为 对 偶 关 系 . 

如 果 把 几何 图 形 中 的 点 换 成 线 , 线 换 成 点 , 则 得 到 男 一 种 图 
形 ,我 们 把 它 称 为 原 图 形 的 对 偶 图 形 . 例如 共 线 点 列 的 对 偶 图 形 是 
共 点 线束 ;三 角形 的 对 偶 图 形 是 三 边 形 ,还 是 它 自 己 . 

对 于 射影 几何 学 中 的 一 个 命题 ,如 果 把 条 件 和 结论 中 的 点 换 
成 线 , 线 换 成 点 , 则 得 到 另 一 个 命题 , 称 为 原 命题 的 对 偶 命 题 . 

例如 , 帕 普 斯 定理 的 对 偶 命 题 为 : 

设 站 ,227s 和 站 ,六 ,0 都 是 共 点 线 组 . 记 4 是 线 癌 和 必 的 交 
点 ,4' 是 站 和 4 的 交点 ; B 是 如 和 4 的 交点 ,B' 是 和 4 的 交 
点 ;C 是 1s 和 的 交点 ,C' 是 ls 和 4 的 交点 , 则 线 44' ,BB' ,CC 
共 点 ( 见 图 5. 14). 


图 5.14 
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对 偶 原 理 ”在 射影 几何 学 中 ,一 个 命题 成 立 的 充分 必要 条 件 
是 其 对 偶 命题 成 立 . 

对 偶 原 理 的 根据 就 是 点 线 的 对 偶 关系 . 我 们 也 可 以 从 点 与 线 
的 射影 坐标 在 形式 上 的 一 致 性 ,以 及 判别 点 的 共 线 和 线 的 共 点 在 
代数 形式 上 的 一 致 性 去 领悟 .这 种 一 致 性 使 得 当 用 射影 坐标 来 证 
明 一 个 命题 和 证 明 它 的 对 偶 命题 时 ,在 代数 上 是 完全 一 样 的 , 

还 有 一 个 帮助 理解 对 偶 原 理 的 事实 是 : 存在 射影 平面 上 的 点 
集 到 线 集 的 保持 关联 关系 的 一 一 对 应 . 建立 这 种 一 一 对 应 的 方法 
很 多 ,例如 在 中 心 直 线 把 上 ,每 个 “点 ” 即 过 把 心 的 直线 , 它 决 定 过 
把 心 的 与 它 垂直 的 平面 , 即 一 “ 线 ”, 这 样 得 到 的 从 中 心 直 线 把 的 
“点 ” 集 到 “ 线 ” 集 的 映射 p 就 是 一 个 一 一 对 应 关系 ,并 且 如 果 原 来 
“点 ”P 和 “ 线 】 关联 , 则 “ 线 ”p(CP) 和 “点 ”yp (1) 也 关联 . 以 后 还 可 
用 非 退化 二 次 曲线 的 配 极 映射 来 建立 这 种 一 一 对 应 . 

当 有 了 射影 平面 上 的 一 个 点 集 与 线 集 之 间 的 保持 关联 关系 的 
一 一 对 应 9 后 , 对 每 个 命题 的 条 件 和 结论 中 的 点 用 它 的 p 像 奉 
代 , 线 用 它 的 yg ' 像 替代 ; 将 叙述 中 的 “ 共 线 ” 换 成 “ 共 点 ”,“ 共 点 ” 
换 成 “ 共 线 ”, 则 即 转换 成 一 个 新 命题 , 它 是 原 命题 的 对 偶 命 题 . 
由 于 9 是 保持 关联 关系 的 , 因此 这 个 新 命题 与 原 命题 同时 成 立 或 
同时 不 成 立 . 


习题 5.4 


1. 平面 + 上 有 一 个 凸 四 边 形 4BCD ,在 扩大 平面 x+ 上 的 射 
影 坐标 系 L4,B,C,D] 中 , 试 求 : 

(1) 四 边 形 4BCD 的 各 边 及 对 角 线 所 在 线 的 射影 坐标 ; 

(2) 两 条 对 角 线 的 交点 的 射影 坐标 ， 

(3) 4B 线 与 CD 线 的 交点 的 射影 坐标 ; AD 线 与 BC 线 的 交 
点 的 射影 坐标 . 

2. 在 射影 平面 上 有 4 点 A,B,C,D, 在 一 个 射影 坐标 系 中 , 它 
们 的 射影 坐标 依次 为 ，; 
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3 2 一 4 = | 
一 4)， 3 |1， 9 1 1. 
1 0| 


(1) 求 直 线 4B,CD,4C,BD,4D,BC 的 射影 坐标 ; 
(2) 判别 这 4 点 中 , 哪 3 点 共 线 ? 
3. 试 说 明 : 射影 平面 上 在 取 定 的 射影 坐标 系 中 ,用 射影 坐标 
计算 共 线 4 点 的 交 比 的 方法 也 适用 于 共 点 4 线 交 比 的 计算 . 
4. 在 一 个 射影 平面 上 取 定 的 射影 坐标 系 中 , 共 线 3 点 A,B， 
C 的 射影 坐标 依次 为 
2 
中 
1 


求 e ,并 求 点 厂 的 坐标 ,使 得 交 比 
(A,B;C,D)=5. 
5. 在 一 个 射影 平面 上 取 定 的 射影 坐标 系 中 , 共 线 点 组 ,l,l 
的 射影 坐标 依次 为 
lsdy1>7s 0% E13 X2537 .3% 
求 1, 并 求 线 4 的 坐标 ,使 得 交 比 
(lil2;l3L4) = 4. 
6. 在 射影 平面 上 有 4 条 直线 1,7;,7;,4, 在 一 个 射影 坐标 系 
中 ,它们 的 射影 坐标 依次 为 : 
‘3, 一 4,1);， (5, 一 1,2),， 《0,1,]);， (一 1,1,0)， 
设 ,l; 的 交点 为 4, Ls,44 的 交点 为 B,! 是 4,B 的 连 线 . 
(1) 求 ! 的 射影 坐标 ; 
(2) 计算 ,l,i 的 第 四 调和 线 . 
7. 4,B,C,D 是 射影 平面 上 的 4 点 ,它们 在 射影 坐标 系 了 中 
的 射影 坐标 依次 为 
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3 
2 
1 


(1) 求 线 4B 和 CD 的 交点 卫 的 坐标 ; 

(2) 求 CD 线 上 的 点 怀 ,使 得 交 比 (C,D;P,R)=5. 

8. 设 [4,B,C,D] 是 射影 平面 上 的 一 个 射影 坐标 系 , P 点 在 
此 坐标 系 中 的 坐标 为 ((3, 一 2,4)"), 求 交 比 (PA,PB;PC,PD). 

9. 用 射影 坐标 法 证 明 帕 普 斯 定理 . 

10. 设 4,B,C,QQ:Qs:,Pi,P:,P: 是 射影 平面 上 的 9 个 不 
同 点 ,A,B,Q,Pi 共 线 ,B,C,Qi,Ps 共 线 , C，,A,Q;,P; 共 线 , 记 
交 比 

(4, BiQ Pi) 一 4， (B,C;Q,,P,) = 6b， (C,A;Q;,P;,) 三 C，。 

(1) 如 果 三 线 AQ;,BQ; ,CQ 共 点 ,证 明 : 

Pi,Pi,P; 共 线 > abc = 一 1; 
(2) 如 果 三 线 AQ;,BQ; ,CQ 共 点 ,证 明 : 
三 线 4P;,,BP;,CP 共 点 < abc 一 1; 

(3) 如 果 Qi,Q;,Q， 共 线 ,证 明 : Pi,P;,P; 共 线 < Cpc = 1; 
(4) 如 果 QQ:,Q: 共 线 ,证 明 : 

三 线 4P,,BP;,CP, 共 点 > abc = 一 1. 
11. 试 写 出 德 扎 格 定理 的 对 偶 命 题 . 
12. 试 写 出 习题 5. 1 的 第 4 题 的 (1) 和 (2)? 的 对 偶 命 题 . 


4 
一 3 
= | 


9 9 


$5 射影 坐标 变换 与 射影 变换 


仿 射 几 何 学 中 有 两 种 重要 的 变换 : 坐标 变换 和 仿 射 变换 ,在 
射影 几何 学 中 同样 有 类 似 的 两 种 变换 . 在 射影 几何 学 里 对 这 两 类 
变换 的 讨论 当然 有 其 本 身 的 特殊 之 处 ,但 是 无 论 是 问题 的 提出 ,还 
是 讨论 的 方法 ,以 及 结论 ,都 和 仿 射 几何 学 中 大 致 上 平行 .许多 结 
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果 还 是 由 仿 射 几 何 学 的 结果 演变 来 的 ,容易 理解 ,也 好 记忆 . 因此 
我 们 把 这 两 块 内 容 压缩 在 一 节 中 来 介绍 . 


5.1 射影 坐标 变换 


下 面 讨论 的 问题 是 : 在 一 个 射影 平面 上 的 两 个 射影 坐标 系 
中 ,同一 点 ( 线 ) 的 射影 坐标 满足 什么 关系 ? 

命题 5.7 设 J 和 J 是 同一 射影 平面 上 的 两 个 射影 坐标 系 ， 
则 

(1) 存在 三 阶 可 道 窍 阵 态 ,使 得 对 每 一 点 已 ,有 

((x,y,2)') = (H(z’',y ,2')"), (5. 9) 
这 里 ((zx,y,z) 和 (zx',y ,2 ) 分 别 是 PP 在 J 和 J 中 的 射影 坐 
标 . 

(2) 对 每 一 点 PP 都 满足 上 述 关 系 式 的 窍 阵 虽然 不 是 惟一 的 ， 
但 它们 互相 只 差 一 个 非 0 常数 倍 . 

证 明 只 用 在 把 名 (0O) 上 证 明 . 

(1) 设 了 和 这 两 个 射影 坐标 系 分 别 由 仿 射 标 架 ILO;el ,ez， 
es] 和 7'[O;ei ,es,esj] 所 决定 , 记 是 1 到 了 的 过 渡 和 矩阵 . 设 ((z， 
yz) ) 和 《Cz',y',z') ) 分 别 是 P 在 J 和 J 中 的 射影 坐标 , 则 向 量 

& 一 ze 十 yes 十 ze3， a' 一 .el 十 yes 十 z/es 
都 平行 于 已 ( 它 是 过 O 点 的 直线 !). 而 a 和 a' 在 I 中 的 坐标 分 别 
为 (z,y,z)' 和 且 (z',y',z')" ,它们 相差 非 0 常数 倍 , 即 
((z,y,2)') = (H(z’,y ,z')"). 
(2) 记 的 射影 标 架 为 [Pi,Pi,P;,P4j, 取 定 3 维 ( 代 数 ) 向 
量 
w 一 (zyozi) 1 一 1,2,3,4， 
使 得 已 在 y 了 中 的 射影 坐标 为 ((ziyyyzi)). 因 为 P,P:,P: 不 共 
线 , 所 以 wazyas 线性 无 关 , 从 而 a 对 它们 有 惟一 分 解 式 
ci 一 Cl al cz az 十 cs as. 
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以 cxeiyczazycsas 为 列 向 量 , 构 造 3 阶 和 矩阵 
Ho = (ci@i sc20 ,C303). 
下 面 说 明 当 3 阶 和 矩阵 互 王 (7 77 满足 (1) 中 的 要 求 时 , 它 
一 定 是 H, 的 非 零 常数 倍 ,从 而 完成 (2) 的 证 明 . 
对 Pi 用 (5. 9) ,得 到 
((ziyyiyzi)T) = (H(1,0,0)T) = (%), 
从 而 wVW7. 同 理 ， 
w/e a /ND ty). 
N=Ada, =a, 7 = a;, 
@ // (N+ Nt) = dha, 
则 入 和 4 都 不 为 0, 并 且 
Ma 二 he 二 ha=nn 二 7 十 7 = A 
= A(ciQ 十 cza; 十 C3@3). 
再 利用 w ,az ,as 线性 无 关 ,得 到 4 一 1ci, i 二 1,2,3. 于 是 
H= (1,7,7) = (ha, Ns as, Ns as) 
= (cl al ,cy az ci as) = AHo. 1 
称 满足 上 述 要 求 的 矩阵 互 为 /了 到 由 的 过 渡 矩 阵 . 过 渡 和 矩阵 虽 
然 不 是 惟一 的 ,但 它 互 相 只 差 一 个 非 0 常数 倍 . 
请 读者 注意 ; 在 (2) 的 证 明 中 ,还 给 出 了 ,当知 道 "的 基本 点 
在 J 中 的 坐标 的 情况 下 , 求 7 到 了 的 过 渡 和 矩阵 的 办 法 . 
公式 (5.9) 称 为 从 J 到 的 点 的 射影 坐标 变换 公式 . 
例 5.7 设 J 和 是 同一 射影 平面 上 的 两 个 射影 坐标 系 , 已 
知 J' 的 各 基本 点 在 J 中 的 坐标 依次 为 
(1,—1,2)"), ((2,0,1)"), ((—1,2,4)"》 和 (1, 一 1,0)")， 
求 J 到 本 的 过 渡 和 矩阵 . 
解 记 
wa = (1l,—1,2), @& = (2,0,1)", 
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@; 一 (一 1,2,4)I， al 一 (1, 一 1,0)7， 
求 出 C4 对 CliyC2，Ca3 的 分 解 式 


2 2 _4 
OT Te ob 
于 是 
本 站 4 
4 
| 
本 
7 4 4 
是 J 到 的 过 渡 和 矩阵 ， 区 0 一 8| 也 是 J 到 J 的 过 渡 和 矩阵 . 
14 2 一 16 


下 面 讨论 线 的 坐标 变换 规律 . 设 瑟 为 到 本 的 过 渡 和 矩阵 , 线 / 
在 J 了 中 的 坐标 为 (a,5,c). 则 当 在 了 中 坐标 为 ((z',y ,z')") 的 点 
在 ! 上 的 充分 必要 条 件 为 
(a,b,c H(z ,y's2!')' = 0, 
从 而 (la,6,c)H) 就 是 1 在 J' 中 的 坐标 .或 者 说 ,如 果 ! 在 J 中 的 坐 
标 为 (a' ,b',c'), 则 有 
(da pc' = ((a,b,c)H). (5. 10) 
(5.10) 称 为 从 J 到 本 的 线 的 射影 坐标 变换 公式 . 
射影 坐标 变换 的 过 渡 和 矩阵 也 有 仿 射 坐标 变换 的 过 渡 和 矩阵 所 具 
有 的 性 质 ， 
如 果 .了 ,J,,J3 是 同一 射影 平面 上 的 三 个 射影 坐标 系 ，H, 和 
HH; 分 别 是 J 到 J 和 .J 到 .ys 的 过 渡 和 矩阵 , 则 
(1) HH; 是 J 了 到 J, 的 过 渡 和 矩阵 ; 
(2) Hi " 是 J, 到 J 的 过 渡 窍 阵 . 
它们 都 是 从 仿 射 影 坐标 变换 的 过 渡 和 矩阵 的 相应 性 质 得 出 来 的 . 


5.2 射影 映射 和 射影 变换 


定义 5.10 ”从 一 个 射影 平面 到 另 一 个 射影 平面 的 一 个 一 一 
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对 应 ,如果 把 共 线 点 变 为 共 线 点 ,就 称 为 一 个 射影 映射 ;一 个 射影 
平面 到 自身 的 射影 映射 称 为 射影 变换 . 

和 仿 射 几何 学 中 一 样 ,不 难 证 明 ,射影 映射 把 不 共 线 点 变 为 不 
共 线 点 ,并且 从 而 把 线 变 为 线 . 也 就 是 说 ,射影 映射 保持 线 结构 , 它 
同时 给 出 了 点 的 一 一 对 应 和 线 的 一 一 对 应 ,并且 保持 点 线 关 联 关 
系 . 

按照 定义 ,扩大 平面 到 中 心 直 线 把 的 射影 ,以 及 中 心 直 线 把 到 
扩大 平面 的 截 影 都 是 射影 映射 ,一 个 扩大 平面 到 另 一 个 扩大 平面 的 
中 心 投影 也 是 射影 映射 . 下 面 再 列举 出 几 类 射影 映射 和 射影 变换 ， 

(1) 空间 的 一 个 仿 射 变换 f 导出 名 (0) 到 名 (f (0)) 的 射影 
映射 . 显然 了 把 经 过 O 的 直线 变 为 经 过 f(O) 的 直线 ,从 而 导出 
多 (O) 到 多 (f(O)) 的 一 个 映射 o,f 的 可 首 性 说 明 = 是 一 一 对 应 
的 ;又 f 把 平面 变 为 平面 ,从 而 共 面 的 直线 的 像 仍然 共 面 , 即 o 保 
持 共 线性 . 

(2) 扩大 平面 上 的 仿 射 -射影 变换 , 设 f 是 平面 x 上 的 一 个 仿 
射 变换 , 则 了 决定 扩大 平面 x+ 上 的 一 个 射影 变换 ao 如 下 : 如 果 己 
是 普通 点 , 则 规定 

0(P) = f(P); 

如 果 忆 是 由 a 决定 的 无 穷 远 点 , 则 规定 oC(P) 为 由 f(a ) 决 定 的 无 
穷 远 点 . 请 读者 自己 验证 o 是 一 一 对 应 的 ,并 且 把 共 线 点 变 为 共 线 
点 ,从 而 确实 是 m+ 上 的 一 个 射影 变换 . 它 把 普通 点 变 为 普通 点 ,无 
穷 远 点 变 为 无 穷 远 点 . 

如 果 扩 大 平面 x+ 上 的 一 个 射影 变换 o 把 普通 点 变 为 普通 点 ， 
无 穷 远 点 变 为 无 穷 远 点 , 则 称 为 x+ 上 的 一 个 仿 射 -射影 变换 . 

上 面 用 仿 射 变换 扩大 得 到 的 射影 变换 就 是 一 个 仿 射 -射影 变 
换 . 反之 ,每 个 仿 射 -射影 变换 o 在 x 上 的 限制 o|x : x 一 x 总 是 一 
个 仿 射 变换 ,而 o 就 是 仿 射 变换 o|x : x->x 扩大 而 得 到 的 射影 变 

(3) 当 两 个 射影 平面 已 和 P' 上 分 别 取 定 了 射影 坐标 系 J ,J 
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后 ,规定 映射 c : P 一 P' 如 下 : 对 于 射影 平面 P 上 的 任意 点 M ,使 
得 它 的 像 点 oCM) 在 了 "中 的 坐标 和 M 在 y 中 的 坐标 是 一 样 的 . 容 
易 看 出 ,o 是 一 个 射影 映射 . 


5.3 射影 映射 基本 定理 


定理 5. 3 (射影 映射 基本 定理 ) 当 在 两 个 射影 平面 已 和 书 
上 各 自 取 定 了 射影 坐标 系 
J[Ai,Azs,As,As], TLAi,A,,As,A,] 
后 ,存在 惟一 射影 映射 c : P 一 P' 把 J 变 为 7, 即 
o(A)= A, i=1,2,3,4. 

证 明 存在 性 在 上 面 的 (3) 中 已 经 说 明 . 证 明 惟一 性 之 前 先 证 
明 下 面 的 引 理 . 

引 理 ”如果 J 了 和 J' 是 扩大 平面 x; 上 分 别 由 仿 射 标 架 为 I[O; 
ei1,e2] 和 了 '[O' ;ei ,esj] 决 定 的 两 个 仿 射 -射影 坐标 系 , o 是 一 个 把 J 
变 为 的 射影 映射 , 则 、 

(1) o 是 仿 射 -射影 变换 ， 

(2) olz 把 1 变 为 1'; 

(3) 这 样 的 o 是 惟一 的 . 

证 明 设 J 和 的 射影 标 架 分 别 为 [A1,A;,O,D] 和 [Ai ,A4;， 
0O' ,D']. 

(1) o(47) 二 4i ,i 二 1,2, 这 里 4:,4? 是 无 穷 远 线 上 的 两 点 , 它 
们 的 o 像 点 4 ,4 也 在 无 穷 远 线 上 ,从 而 o 把 x+ 上 的 无 穷 远 线 变 
为 无 穷 远 线 . 这 说 明 o 是 一 个 仿 射 -射影 变换 . 

(2) 记 f=o|x : x>x. 则 f(O)=0', 并 且 Fe') 平 行 于 e ,1; 
二 1,2. 设 f(e)=cie!, i 二 1,2. 由 于 f(D)=D', 从 而 f(05)= 
OD ,于 是 

cie' 十 cze' = je 十 e) = f(0D) = 5 万 =e 十 6 
从 而 ==c2 二 1,f(ei)==ei ,i 二 1,2. 这 即 说 明了 了 把 了 变 为 卫 . 
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…(3) 由 (2) 得 出 ， 1 

现在 回 到 基本 定理 惟一 性 部 分 的 证 明 ， 用 反 证 法 . 如 果 从 P 
到 P' 有 两 个 不 同 的 射影 映射 cl yc 满足 

o(A) =0o(d)= A,， i=1,2,3,4. 

设 J。 和 J 是 扩大 平面 x+ 上 的 两 个 仿 射 - 射 影 坐 标 系 , 记 是 r+ 
到 己 的 一 个 射影 映射 , 它 把 ,7 变 为 J, 是 P' 到 zt} 的 一 个 射影 映 
射 , 它 把 了 变 为 用 , 则 oo。ar。o 和 ooo。os。& 是 ri 上 把 J 变 为 
J 的 两 个 不 同 的 射影 变换 ,这 和 引 理 的 结论 矛盾 .| 


5.4 射影 变换 公式 和 变换 矩阵 


设 o 是 射影 平面 上 的 一 个 射影 变换 , J 是 一 个 射影 坐标 系 . 
下 面 讨 论点 己 和 它 的 像 点 c(P) 在 ,J 中 坐标 之 间 的 关系 .记忆 = 
o(J). 又 设 瑟 为 J 到 了 ' 的 过 渡 和 矩阵 . 则 如 果 PP 在 J 中 的 坐标 为 
《(z,y,Z) 1) ,那么 olP) 在 J 中 的 坐标 也 是 ((zx,y,z)"). 于 是 根据 
坐标 变换 的 公式 , oC(P) 在 J 中 的 坐标 ((zx',y',z')") 满 足 关系 式 

((z' yz )) = (H(zr,y,2)'). 

设 线 ! 在 J 中 的 坐标 为 (a,5,c), 则 c(0) 在 由 中 的 坐标 也 是 

a,b,c) ,于 是 o(2) 在 J 本 中 的 坐标 (a' ,6b' ,c') 满 足 关系 式 
(ab,c) = ((a',b' ,cc')H). 

上 面 两 个 公式 分 别称 为 射影 变换 o 在 射影 坐标 系 J 中 点 和 线 
的 变换 公式 . 它们 在 形式 上 和 坐标 变换 公式 一 样 ,但 请 注意 ,它们 
意义 上 的 差别 , 这 两 个 公式 中 出 现 的 坐标 是 点 (或 线 ) 及 其 像 在 同 
一 坐标 系 中 的 坐标 (而 不 是 同一 点 在 不 同 坐 标 系 中 的 坐标 ). 

称 公式 中 出 现 的 矩阵 五 为 o 在 坐标 系 7/ 中 的 变换 矩阵 , 它 也 
就 是 J 到 o(J]) 的 过 渡 和 矩阵 . 请 注意 ,变换 矩阵 不 仅 和 变换 本 身 有 
关系 ,还 和 坐标 系 有 关 . 

仿 射 变 换 的 变换 矩阵 所 具有 的 性 质 对 于 射影 变换 的 变换 矩阵 
也 都 是 成 立 的 , 即 有 
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(1) 如 果 G 是 射影 变换 o 在 射影 坐标 系 y 中 的 变换 矩阵 , 则 
C-: 是 o :在 J 中 的 变换 矩阵 ; 
(2) 如 果 Gi 和.G: 分 别 是 m 和 o 在 射影 坐标 系 J 中 的 变换 
和 矩阵, 则 GG 是 0»>° 0 在 J 中 的 变换 矩阵 ; 
(3) 如 果 C 是 射影 变换 o 在 射影 坐标 系 J 中 的 变换 和 矩阵 ,，H 
为 了 到 必 的 过 渡 和 矩阵 , 则 “在册 中 的 变换 矩阵 为 H-1GH. 
这 些 性 质 的 证 明和 仿 射 几何 中 类 似 , 甚 至 可 以 用 仿 射 几 何 中 
的 相应 性 质 推出 ,这 里 从 略 . 
例 5.8 设 f 是 平面 x 上 的 一 个 仿 射 变换 ,在 仿 射 坐标 系 
ILO;ei,ezj 中 的 变换 公式 为 
Z' 一 GZ 十 al2y 十 01， 
y 一 aziZ 十 azzy 十 b,. 
设 o 是 f 决定 的 仿 射 -射影 变换 , 求 o 在 了 决定 的 仿 射 -射影 坐标 
系 I-J 中 的 变换 矩阵 . 
解 ” 先 求 出 IJ 的 基本 点 41, 42,O,D 在 o 下 的 像 点 在 I-J 
中 的 坐标 . 设 
fle1) = allel 十 anes, 
因此 oC(41) 在 7-J 中 的 坐标 为 ((an,aza,0)')， 类 似 地 , o(4;) 在 
I-J 中 的 坐标 为 ((ayz,azz,0)"). 
f(O) 在 I 中 的 坐标 为 (61,5:), 因 此 f(O) 在 1-J 中 的 坐标 为 
((b1,b2,1)7). 
f(D) 在 I 中 的 坐标 为 (a 十 a1z 十 B11,azi 十 azz 十 b2) ,因此 f(D) 
在 1-J 中 的 坐标 为 (Ca 十 aiz 十 ,aa 十 azz 十 加 ,1)T). 
利用 命题 5.7 证 明 中 所 指出 的 方法 , 求 出 了 到 FJ) 的 过 渡 矩 


阵 为 
al al bi 
422 | 9 
0 0 1 
它 就 是 o 在 仿 射 -射影 坐标 系 7-v 中 的 变换 矩阵 . 


例 5.9 设 一 个 射影 平面 上 有 两 个 射影 坐标 系 J 和 J, 它们 
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的 射影 标 架 分 别 为 

[4 ,4:,4:,4] 和 [Bi,B;,,B;,B,]. 
o 是 把 J 变 为 jz 的 射影 变换 . 已 知 在 某 个 射影 坐标 系 y 中 , .7 和 
JJz 的 基本 点 的 坐标 为 : 


1 2 3 3 
Al 9 4 9 A; 和 1 j， A, 9 
1 1 0 2 
= 1 2 2 
已 ， B,ll|}, Bl3}, BB, | 
3| 3 8 一: 忆 


(1) 求 " 在 射影 坐标 系 J 中 的 变换 矩阵 ; 

(2) 求 c 在 射影 坐标 系 J 中 的 变换 矩阵 . 

解 设 o 和 分 别 是 把 了 变 为 由 和 vs 的 射影 变换 , 则 o,= 
o。a. 用 命题 5. 7 证 明 中 所 指出 的 方法 ,分 别 求 出 了 到 .和 .va 的 


过 滤 和 矩阵 C 和 C:， 
= 3 
G=| 0 4 -| 0 一 1 | 
党 2 0 se 


它们 分 别 就 是 cx 和 cz 在 射影 坐标 系 7 中 的 变换 矩阵 , 
(1) 因为 co 一 ce。cl ,所 以 GsG1 是 o 在 射影 坐标 系 中 的 
变换 矩阵 , 求 得 


3 一 23 21 
GzG7! 一 一 去 | 
53 31 一 125 


则 
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也 是 o 在 射影 坐标 系 j 中 的 一 个 变换 矩阵 . 
(2) 按照 定义 , o 在 射影 坐标 系 J 中 的 变换 矩阵 就 是 到 

J 的 过 渡 和 矩阵, 再 根据 过 渡 和 矩阵 的 性 质 , GT!G, 就 是 J 到 J 的 过 

渡 和 矩阵 , 求 得 

1 


G1 'G, nn 


16 l2 一】 


0 36 


96 22 一 58 
一 48 一 12 36 
是 o 在 射影 坐标 系 J 中 的 一 个 变换 和 矩阵. 


96 22. 二 | 


则 


习 题 5.5 


1. 设 和 .7' 是 同一 射影 平面 上 的 两 个 射影 坐标 系 ,已 知 几 

的 各 基本 点 在 J 中 的 坐标 依次 为 
((4, — 2,3)), ((5,2,0)7), ((1,3, — 2)7), ((1,1,0)7). 

(1) 求 到 了 的 过 渡 和 矩阵 ; 

(2) 已 知 点 在 J 中 的 坐标 为 ((1,1, 一 1)7), 求 它 在 .7' 中 的 坐 
标 ; 

(3) 已 知 点 在 J' 中 的 坐标 为 ((1, 一 1,2)'), 求 它 在 J 中 的 坐 
标 ; 

(4) 已 知 线 在 J 中 的 坐标 为 (2,0, 一 1), 求 它 在 了 ' 中 的 坐标 ; 

(5) 已 知 线 在 J' 中 的 坐标 为 (0,1, 一 1), 求 它 在 J 中 的 坐标 . 

2. 在 一 个 射影 平面 上 给 出 两 个 射影 坐标 系 和 J': 

J = [4,B,C,D], J7' = [C,4,D,B]， 

求 7 到 的 过 渡 和 矩阵 . 

3. 在 取 和 定 射影 平面 上 给 出 一 个 射影 坐标 系 

J = [A,B,C,D], 
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求 依次 把 点 
((1,0,1)7)，《〈(2,0,1) 》，《〈(0,1,1)》， ((0,2,1)7》 
变 为 4,B,C,D 的 射影 变换 在 y 中 的 变换 矩阵 . 
4. 在 射影 坐标 系 J 中 , 求 依 次 把 点 
((0,1,1)7》，《〈(1,0,1)7》，〈(1,1,0)7)》 
变 为 
((1,0,0)I)》，《〈(0,1,0)I》，〈(0,0,1)7》 
的 射影 变换 在 J 中 的 变换 矩阵 的 一 般 形式 ， 
5. 在 射影 坐标 系 中, 求 依次 把 线 
(1,0,0), (0,1,0)， 《0,0,1) 
变 为 
aisb1isc1), (azsb2sc2), as,Db3,C3) 
的 射影 变换 在 J 中 的 变换 矩阵 的 一 般 形式 . 
6. 已 知 一 个 射影 变换 在 射影 坐标 系 J 中 的 变换 矩阵 为 


0 .1 1 
一 1 2 ii, 
= 


求 它 的 不 动 点 和 不 动 线 . 
”7. 设 f: r+ 一 x+ 是 扩大 平面 x+ 的 一 个 射影 变换 ,在 下 列 条 
件 下 ,判断 它 是 不 是 仿 射 -射影 变换 ,并 说 明理 由 . 
(1) f 提 x 上 一 个 平行 四 边 形 变 为 平行 四 边 形 ， 
(2) x 上 有 三 个 不 共 线 的 点 是 f 的 不 动 点 . 
. 8. 设 4,B,C,D 是 平面 x 上 一 个 平行 四 边 形 的 4 个 顶点 ， 
A',B',C',D' 也 在 x 上 ,并 且 A',B',D' 不 共 线 ， 
AC=ec AB+adAD. 
(1) c,d 满足 什么 条 件 时 扩大 平面 x+ 有 一 个 射影 变换 o, 它 
依次 把 A,B,C,D 变 为 4',B',C',D'? (说 明理 由 )》 
(2) 要 使 o 是 仿 射 -射影 变换 ,还 需要 加 什么 条 件 ?( 说 明理 
由 ) 
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$6 二 次 曲线 的 射影 理论 


6.1 射影 平面 上 的 二 次 曲线 及 其 矩阵 


类 似 于 在 欧 氏 几何 学 、 仿 射 几何 学 中 ,图 形 在 坐标 系 中 都 具有 
方程 一 样 , 当 取 定 了 射影 坐标 系 后 ,射影 平面 上 的 图 形 也 具有 方 
程 , 即 图 形 上 的 点 的 坐标 所 要 满足 的 方程 . 由 于 射影 坐标 是 三 联 比 
的 形式 ,相应 的 方程 一 定 是 齐 次 的 形式 , 即 如 果 (z,y,z) 满 足 方 
程 , 则 对 于 任何 不 为 0 的 数 4，(Xz,4y,4z) 一 定 也 满足 该 方程. 反 
之 ,一 个 齐 次 方程 在 取 定 了 射影 坐标 系 的 射影 平面 上 有 图 形 , 即 该 
图 形 是 以 满足 此 齐 次 方程 的 三 人 点 的 集合 . 例如 
一 个 一 次 齐 次 方程 

ar 十 py 十 cz 一 0， 
其 图 形 就 是 以 (a,65,c) 为 坐标 的 线 . 
我 们 把 一 个 二 次 齐 次 方程 
az 十 azzy 十 a33z? 十 2a1279y 十 2alszz 十 2azsyz 一 0 
(5. 11) 
在 一 个 射影 坐标 系 中 的 图 形 本 称 为 射影 平面 上 的 二 次 曲线 . 

首先 来 考察 射影 平面 上 的 二 次 曲线 和 普通 平面 上 的 二 次 曲线 
的 关系 . 

在 扩大 平面 r+ 上 的 一 个 仿 射 -射影 坐标 系 1-J 中 ,我 们 来 看 
二 次 齐 次 方程 

ai 二 ay 十 aasz 十 2aizzy 十 2alszz 十 2azsyz 一 0 
的 图 形 .一 个 在 了 中 的 仿 射 坐标 为 (zx,y) 的 普通 点 ( 它 的 射影 坐标 
为 《(z,y,1)')) 位 于 (5.11) 的 图 形 矿 上 ,也 就 是 满足 

CI1Z2 十 azy’ 十 2a1zXy 十 2a13 工 十 24z3y 十 ass 一 0. 
(5. 12) 
当 ailyazzyali? 不 全 为 0 时 ，(5. 12) 是 x 上 的 一 条 普通 二 次 曲线 工 ,. 
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一 个 由 仿 射 坐标 为 (z,y) 非 零 向 量 所 代表 的 无 穷 远 点 在 (5. 11) 的 
图 形 上 ,也 就 是 
auz’ 十 azy’ 十 2awry = 0， 

即 它 代表 了 T 的 一 个 渐 近 方向 . 于 是 (5. 11) 的 图 形 械 就 是 x 上 
的 普通 二 次 曲线 Fe 再 加 上 它 的 由 渐 近 方向 所 代表 的 无 穷 远 点 .由 
此 可 以 看 出 ,扩大 平面 上 的 二 次 曲线 和 普通 平面 上 的 二 次 曲线 的 
密切 联系 ， 

但 是 扩大 平面 上 的 二 次 曲线 并 不 全 是 由 普通 平面 上 的 二 次 曲 
线 “ 扩 大 ”而 得 到 的 ,还 要 包含 一 些 其 他 情形 . 例如 当 ai yaz ,012 全 
为 0, 但 是 alsy423 不 全 为 0 时 ，(5. 11) 的 图 形 由 坐标 为 (2a1s,2azs， 
as 的 线 和 无 穷 远 线 构 成 ;如 果 Qns4az294129Q4139423 全 为 0，a3s 不 为 
0 时 ,(5. 11) 的 图 形 就 是 无 穷 远 线 . 

(5. 11) 式 等 号 左边 的 二 次 齐 次 多 项 式 可 以 用 矩阵 乘积 的 形式 


写 出 
QH 二: CQ2231 十 assz’ 十 2aizZy 十 2a13X2 十 2a23Y2 


Ql1 412 413 ya 
一 (X,Yy,z) Cl12 G22 423 yy》 |. 
CQ13 4d23 433 之 


= (rt,y,2), 


Qll Cl12 413 
4 一 CQ12 422» 423 |， 
C13  C23 433 


则 (C5.11) 可 以 简单 地 写成 
XTAX = 0. 
4 是 一 个 对 称 和 矩阵 , 它 和 (5. 11) 式 等 号 左边 的 多 项 式 是 互相 决定 
的 ,我 们 称 4 为 卫 在 > 中 的 矩阵 . 
由 于 把 (5. 11) 式 等 号 左边 的 多 项 式 乘 上 一 个 不 为 0 的 常数 
时 ,图 形 不 变 , 由 此 当 4 乘 上 一 个 不 为 0 的 常数 时 也 是 同一 个 二 
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次 曲线 的 矩阵 . 因此 ,二 次 曲线 (在 同一 个 射影 坐标 系 中 ) 的 矩阵 不 
是 惟一 的 ,但 是 它们 只 是 相差 一 个 不 为 0 的 倍数 . 

引进 二 次 曲线 的 矩阵 的 概念 使 得 我 们 可 以 利用 代数 工具 来 研 
究 二 次 曲线 .但 是 ,二 次 曲线 的 矩阵 不 仅 和 曲线 本 身 有 关 , 还 和 射 
影 坐标 系 有 关 . 

命题 5.8 ”如 果 J 了 和 本 是 同一 个 射影 平面 的 两 个 射影 坐标 
系 , J 到 的 过 渡 和 矩阵 为 H. 又 设 4 为 二 次 曲线 本 在 J 中 的 甜 
阵 , 则 石 '4H 为 荆 在 了 中 的 和 矩阵, 

证 明 设 射影 平 面 上 的 一 点 P 在 本 中 的 坐标 为 


TT 


(XX) 一 


9 


则 己 在 ,中 的 坐标 为 
(X) = (HX'), 
于 是 
PP 在 二 次 曲线 上 <> XTAX = 0 
< 一 X'THTAHX' = 0. 
这 里 HTAH 是 对 称 矩 阵 , 因 此 它 是 二 次 曲线 在 7' 中 的 矩阵 1 


6.2 二 次 曲线 的 射影 分 类 


类 似 于 仿 射 几何 中 对 几何 图 形 的 仿 射 分 类 ,可 规定 射影 平面 
上 的 图 形 的 射影 分 类 .下 面 我 们 只 讨论 二 次 曲线 的 射影 分 类 问题 . 
定义 5.11 设 卫 和 已 是 同一 个 射影 平面 上 的 两 条 二 次 曲 
线 , 如 果 存 在 一 个 射影 变换 o ,使 得 
ol(T')=,， 
则 称 工 和 荆 ' 射 影 等 价 . 
设 4 是 本 在 一 个 射影 坐标 系 J 了 中 的 矩阵 , 夏 ==o( 丰 ). 记 
了 = o(J), 
273 


则 4 也 是 站 在 了 中 的 答 阵 .根据 命题 5.8, (HT1)"'4AH7' 是 人 在 J 
中 的 矩阵 (这 里 玉 是 J 到 的 过 渡 和 矩阵 ). 由 此 我 们 得 到 用 矩阵 来 
判断 二 次 曲线 射影 等 价 的 法 则 . 

命题 5.9 如果 两 条 二 次 曲线 媚 和 在 某 个 射影 坐标 系 中 
的 矩阵 分 别 为 4! 和 4:，, 则 刀 和 射影 等 价 的 充分 必要 条 件 为 
4! 和 士 4: 合同 . 
为 : 存在 不 为 0 的 常数 c, 使 得 41 和 c4: 合同 . 当 c>0 时 ，c4: 合 
同 于 4:, 当 c< 0 时，c4: 合同 于 一 4,.。 | 

根据 代数 学 的 合同 等 价 的 理论 ,三 阶 实 对 称 和 矩阵 的 合同 等 价 
类 共有 10 个 ,它们 可 分 别 用 下 面 10 个 矩阵 代表 


1 0 0 1 0 0 
(1) k 1 0|; (2) k 1 | 
0 0 1 0 0 一 ! 
1 0 0 = | 0 0 
(3) k | | (4) | 0 1 省 | 
0 0.. ;= 0 0 =] 
1 0 0 | 0 0 
(5) | 1 0|; (6) 。 | | 
0 0 0 0 0 0 
| 0 0 1 0 0 
(7) | 0 一 | | (8) 。 0 | 
0 0 0 0 0 0 
一 ] 0 0 0 0 0 
(9) 0 0 0|; (10) |0 0 | 
0 0 0 0 0 0 


其 中 , (10) 不 是 二 次 曲线 的 矩阵 ; (1) 和 (4) 表 示 的 二 次 曲线 同 
类 , 图 形 是 空 集 ; (2) 和 (3) 表 示 的 二 次 曲线 等 价 ;(5) 和 (7) 表 示 
的 二 次 曲线 等 价 ; (8) 和 (9) 表 示 的 二 次 曲线 等 价 .于 是 图 形 不 是 
空 集 的 二 次 曲线 只 有 4 个 等 价 类 型 ,它们 的 代表 依次 为 : 
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到 加 加 y 一 2 一 0， 圆锥 曲线 (或 称 非 退化 二 次 曲线 )， 


4- 十 y 一 0， AAS 
rT:—y=0, 两 条 直 9 
z2 一 0， 一 条 直线 . 


请 注意 ,椭圆 , 双 曲 线 、 抛 物 线 ( 它 们 的 和 矩阵 都 可 逆 ) ,都 属于 圆锥 曲 
线 这 个 等 价 类 ,也 就 是 说 ,在 射影 几何 学 中 它们 是 等 价 的 . 下 面 我 
们 来 讨论 圆锥 曲线 的 射影 理论 . 


6.3 两 点 关于 圆锥 曲线 的 共 物 关系 


从 方程 和 图 形 都 容易 看 出 ,在 圆锥 曲线 上 ,是 不 存在 整 条 线 

的 . 
从 几何 直观 容易 看 出 ,不 在 一 条 圆锥 曲线 全 上 的 点 可 以 有 两 

种 情况 : 

(1) 过 这 个 点 的 每 一 条 线 都 和 械 相交 于 两 个 点 , 称 这 种 点 在 
矿 的 内 部 ; 

(2) 存在 过 这 个 点 的 线 , 它 和 械 没 有 交点 , 称 这 种 点 在 械 的 
外 部 . 

现在 设 卫 是 一 条 圆锥 曲线 , 4 是 它 在 射影 坐标 系 J 中 的 甜 
阵 . 点 P,Q 在 J 中 的 坐标 分 别 为 


pi 


定义 5.12 ”如果 
di1 
(pi, Pz,P3)4 b 
d2 


一 0， (5. 13) 


则 称 P,Q 关于 本 调和 共 轿 . 
这 个 定义 虽然 是 通过 在 一 个 射影 坐标 系 7 了 中 荆 的 矩阵 4, 以 
及 点 PP 和 QQ@ 的 坐标 规定 的 ,实际 上 调和 共 轿 与 射影 坐标 系 的 选择 
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无 关 , 是 由 本 和 点 了 P,Q 所 决定 的 . 设 了 "是 另 一 个 射影 坐标 系 ,，H 
是 J 到 站 的 过 滤 和 矩阵 , 则 H'AH 是 本 在 J 中 的 矩阵 ,而 P,Q 在 
J' 中 的 坐标 分 别 为 


于 是 


dil dil 
(pi, pz2,p3)(H 71) 五 4 五 再 一 kb = (pi,p2,b3)A kb 
d3 qd3 
即 (5. 13) 式 等 号 左边 的 算式 的 值 与 坐标 系 的 选择 无 关 . 
根据 定义 5. 12, 如 果 一 个 点 与 它 自己 关于 站 调 和 共 久 , 则 该 
点 在 卫 上 . 
下 面 的 命题 表明 了 调和 共 思 的 几何 意义 . 
命题 5. 10 ”如 果 两 个 不 同 点 P,Q 都 不 在 厂 上 ,并 且 它 们 决 
定 的 线 生 相交 于 两 点 R,S, 则 P,Q 关于 卫 调和 共 斩 的 充分 必 
要 条 件 为 P,Q,R,S 为 调和 点 列 . 
证 明 ” 设 在 射影 坐标 系 J 中, 4 是 械 的 和 矩阵. 点 P,Q 坐标 分 
别 为 


则 R,S 的 坐标 可 分 别 表示 为 


tipiigqai 
tipz 十 gq; 
tips 十 9s 


因为 R,S 都 在 及 上 ,所 以 
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tiz 力 qi 
tspz 十 gq: 
tsps 十 gs 


和 


志 力 ; 十 qi 
(tpi 十 qistipz 十 qzstips 十 qa)A|tpi a | 一 0， i1=1,2, 


tips 二 qs 


即 z 和 zs 是 二 次 方程 
pi qi1 
(pi, pz,p3)A 2 | 二 2(p1,p2,p3)A [ | 
p: gq? 


十 gily9zy 93)4 


dl 
qa 一 0 (5. 14) 
qz 
的 两 个 解 . 用 射影 华 标 计算 交 比 ,得 到 (P,Q;R,S)=ts/h. 

于 是 


di 
P,Q 关 于 卫 调 和 共 斩 < oooala- 0 
92 
< 和 > 十 t= 二 0 
< (P,Q;R,S) =—1. | 


如 果 工 是 扩大 平面 上 的 圆锥 曲线 ,并 且 它 在 普通 平面 上 的 部 
分 是 一 条 中 心 型 二 次 曲线 (椭圆 或 双 曲 线 ) ,利用 这 个 命题 可 以 推 
出 : 中 心 与 每 个 无 穷 远 点 都 关于 本 调和 共 思 . 

命题 5. 11 圆锥 曲线 矿 上 的 两 个 不 同 点 不 会 关于 本 调和 共 


思 . 
证 明 设 P,Q 是 上 的 两 个 不 同 点 ,坐标 分 别 为 
Pi qi 
Pp? 和 qz 
ps qs 


则 P,Q 决定 的 线 上 的 点 (除了 P 点 外 ) 的 坐标 可 表示 为 
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tb 十 qi 
tpz 十 gq; 
tps+ gs 


的 形式 , 它 在 上 的 条 件 是 :是 (5.14) 的 解 . 由 于 P,Q 在 下 上 ， 


(5.14) 的 二 次 项 系数 和 常数 项 都 是 0, 于 是 一 次 项 系数 不 为 0( 否 
则 P,Q 决定 的 线 在 卫 上 ) ,也 就 是 


d1 
d3 
gq? 


(pi, pz,p3)A 天 0， 


即 P,Q 关于 械 不 调和 共 轿 . 上 


6.4 配 极 映射 


当 射 影 平 面 上 取 定 了 一 条 圆锥 曲线 卫 后 ,可 以 利用 它 规定 这 
个 射影 平面 的 点 集合 到 线 集合 的 一 个 一 一 对 应 关系 . 

对 于 射影 平面 上 的 每 个 点 P, 全 部 和 P 关于 械 调 和 共 轿 的 点 
构成 一 条 线 , 这 一 点 容易 用 坐标 看 出 : 设 4 是 械 在 射影 坐标 系 J 
中 的 矩阵 ,点 己 在 vy 中 的 坐标 为 


则 从 调和 共 轿 的 定义 可 以 看 出 ,点 Q@ 和 PP 关于 本 调 和 共 轿 , 即 Q 
在 线 ((p1,ps,p3)4) 上 .也 就 是 说 ,全 部 和 PP 关于 本 调和 共 轿 的 点 
构成 线 ((pi,ps,p;3)A). 
定义 5.13 称 全 部 和 PP 关于 本 调和 共 f 的 点 构成 的 线 为 P 
关于 械 的 极 线 , 记 作 荆 (P). 
从 点 书 到 卫 (P) 的 对 应 是 射影 平面 的 点 集合 到 线 集合 的 一 个 
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映射 . 从 坐标 容易 看 出 , 它 是 单一 的 ; 它 也 是 满 的 ,这 也 可 以 用 坐标 
来 看 出 : 设 4 是 本 在 射影 坐标 系 J 中 的 矩阵 , 线 ! 在 J 中 的 坐标 
为 (a ,b,c) , 则 它 就 是 坐标 为 


的 点 的 极 线 . 我 们 把 这 个 点 称 为 1 关于 械 的 极点 . 

于 是 , 当 在 射影 平面 上 取 定 了 一 条 加 锥 曲线 厂 后 ,就 有 了 这 
个 射影 平面 的 点 集合 到 线 集合 的 一 个 一 一 对 应 : 点 对 应 到 它 的 极 
线 , 线 对 应 到 它 的 极点 . 我 们 把 这 个 一 一 对 应 称 为 由 本 决定 的 射 
影 平面 上 的 配 极 映射 . 

容易 从 定义 看 出 以 下 几 个 事实 ， 

(1) 点 尸 在 自己 的 极 线 PCP) 上 一 Per 

(2) 如 果 PET, 则 工 (P) 和 PP 的 交点 只 有 PP 一 个 (命题 
5. 11). 

(3) 点 已 在 点 @ 的 极 线 PCQ) 上 的 充分 必要 条 件 是 点 Q 在 点 
P 的 极 线 (P) 上 .也 就 是 说 , 配 极 映射 这 个 一 一 对 应 是 保持 点 线 
关联 关系 的 . 

配 极 映射 有 着 深刻 的 理论 意义 (如 用 来 解释 对 偶 原 理 等 ) ,还 
可 以 用 来 深化 对 普通 平面 上 的 圆锥 曲线 的 了 解 , 它 给 了 我 们 认识 
圆锥 曲线 某 些 概念 的 一 个 新 的 观察 角度 . 

1， 苍 直径 和 方向 的 共 配 

设 P。 是 普通 平面 x 上 的 一 条 圆锥 曲线 ,在 x 上 的 一 个 仿 射 坐 
标 系 了 中 , 它 的 方程 为 

az 十 Qazzy’ 十 2a1zxy 十 2017X 十 2bzy 十 c= 二 0. 
了 扩大 为 扩大 平面 上 的 圆锥 曲线 卫 , 则 在 由 了 决定 的 仿 射 -射影 坐 
标 系 7-v 中 ,本 的 方程 为 
az 十 ay 十 2azy 十 20izz 十 20yz 十 cz 一 0. 
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于 是 本 在 J 中 的 矩阵 为 


aun daw ob 
4 一 ja az bl|. 
bi 2， C 


设 fr 上 的 一 点 书 在 7 中 的 坐标 为 (zo,yo), 则 P 在 J 中 的 射 
影 坐 标 为 ((zo,yo,1) ,于 是 卫 (P) 在 vy 中 的 射影 坐标 为 

〈M(zoyyoy1)4) 一 《allzo 十 alzyo 十 alzZo 十 azzyo 十 02， 

pizo 十 zyo 十 cy》 
一 《ECZoyyo) ,2(Zoyyo) ,F(To,y0)), 

这 里 F(zo,yo) 的 意义 见 第 三 章 . 

如 果 书 点 不 是 To 的 中 心 , 则 有 CCP) 在 x 上 的 部 分 在 了 中 的 广 
程 为 

Fi(zosyo)Tt F(xros yo)y 十 Fa3(Czoyyo) 一 0. 

如 果 P 点 是 To 的 中 心 , 则 Fi(xo, yo) ;F(zo，Y0) 都 等 于 0, 因 
此 TT(P) 是 无 穷 远 线 . 

对 于 一 个 无 穷 远 点 P, 设 它 由 在 了 中 的 坐标 为 (m,n) 的 向 量 
所 代表 , P 在 J 中 的 射影 坐标 为 ((m,n,0)"), 则 工 (P) 在 J 了 中 的 
射影 坐标 为 

‘(m,n,0)A) = (aum 十 Qi271 ，Q1272 十 Qn sbim 十 bn )， 

如 果 (m,n) 不 代表 抛物 线 的 渐 近 方向 , 即 ajim 十 aizn,aizm 十 
azzn 不 全 为 0, 则 有 PCP) 在 xx 上 的 部 分 在 了 中 的 方程 为 

(aum 十 Qn)Z 十 (ay2m 十 az272)y 十 bim 十 bon = 0， 

即 mFi(x,y) + nF.(r,y)=0 
也 就 是 方向 (m,n) 的 共 示 直径 . 

如 果 I 是 抛物 线 ，(m,n) 平 行 于 它 的 渐 近 线 , 则 aa 十 aizm， 
a12m 十 Q2272 全 为 0， 了 且 (P) 是 无 穷 远 直线 . 

两 个 非 零 向 量 Gm,n) 和 (m,n') 代 表 的 无 穷 远 点 的 射影 坐标 
分 别 为 ((m,n,0)7),《Cm',n' 0) 它们 调和 共 斩 
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(m,n,0)ACm’' ,n’',0)T = 0, 
即 (m,n)Aolm’' ,n')' = 0. 
也 就 是 (m,n) 和 Cm',n') 代 表 的 方向 互相 共 思 ， 

2. 圆锥 曲线 的 切线 

在 射影 理论 中 ,切线 的 概念 变 得 更 加 简单 明了 . 

定义 5.14 在 射影 平面 上 ,一 条 圆锥 曲线 卫 的 切线 就 是 和 了 
只 有 一 个 公共 点 的 线 . 

例如 普通 平面 上 的 抛物 线 作为 扩大 平面 上 的 圆锥 曲线 ,凡是 
和 对 称 轴 平行 的 直线 不 是 切线 ,因为 它 和 抛物 线 除了 有 一 个 普通 
交点 外 ,还 有 一 个 无 穷 远 交 点 . 而 在 扩大 平面 上 的 无 穷 远 线 是 它 的 
切线 . 双 曲 线 的 平行 于 渐 近 线 ( 但 不 是 渐 近 线 ) 的 直线 也 不 是 切线 ， 
因为 它 和 双 曲 线 也 有 两 个 交点 : 一 个 普通 点 和 由 该 渐 近 方向 代表 
的 无 穷 远 点 . 但 是 渐 近 线 是 切线 , 它 和 双 曲 线 交 于 一 个 无 穷 远 点 . 

如 果 点 P 卫 在 圆锥 曲线 矿 上 , 则 过 PP 有 T 的 一 条 切线 , 它 就 是 
P 的 极 线 及 (P). 

如 有 果 点 了 在 圆锥 曲线 醋 的 内 部 , 则 过 P 没有 本 的 切线 . 

如 果 点 卫 在 圆锥 曲线 厂 的 外 部 , 则 过 PP 有 本 的 两 条 切线 . 设 
P 的 极 线 丰 (P) 和 本 相交 于 QQ:, 则 Qi,Q: 处 的 切线 都 经 过 P 
点 , 即 PCQ 和 有 Q:) 是 过 书 点 的 两 条 切线 . 

例 5.10 设 4,B,C,D 是 圆锥 曲线 忆 上 的 4 个 不 同 点 , 记 五 
是 线 4B,CD 的 交点 , F 是 线 4D,BC 的 交点 , G 是 线 4C ,BD 的 
交点 (图 5.15) ,证明 E,F,G 两 两 关于 本 调和 共 罗 . 

证 明 方法 1. 用 射影 坐标 来 验证 . 在 射影 坐标 系 [4,B,C， 
DD] 中 , 械 的 方程 为 

aZy 十 pzz 十 cyz 一 0 (a 十 5 十 c= 二 0) 
(见习 题 5.6 的 第 1 题 ), 于 是 本 的 矩阵 为 . 


0 a 5b 
4 一 |a 0 c 1， 
Lb c 0 
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又 容易 计算 出 点 的 坐标 : 
E((1,1,0)), F((0,1,1)'), G((1,0,1)"), 
则 
(1,1,0)4(0,1,1) 一 (1,1,0)4(1,0,1)7 
一 (0,1,1)4(1,0,1)5 = 0. 
根据 定义 , E,F,G 两 两 关于 忆 调 和 共 斩 . 
方法 2. 设 线 EG 分 别 交 AD 和 BC 于 NM 和 7M, 根 据 例 5. 2 中 
求 第 四 调和 点 的 方法 (图 5. 12) , 交 比 
(A,D;N,F) = (B,C;M,F) 一 一 1. 
从 而 下 与 和 AM 都 关于 下 调和 共 恩 , 即 线 EG 二 (RF), 因 而 下 
与 五 和 G 都 关于 本 调和 共 轿 . 
”司法 可 证 EE 与 G 也 关于 了 调和 共 力 . 
这 个 例子 的 结论 可 用 于 极 线 . 极 点 和 切线 的 作 图 (习题 5. 6 的 
第 7 题 ). 


6.5 几 个 著名 定理 


定理 5.4( 施 窗 纳 (Steiner) 定 理 ) 如 果 一 条 圆锥 曲线 了 上 
给 定 四 个 不 同 的 点 4,B,C,D, 则 对 工 上 的 任意 点 卫 , 它 与 这 四 点 
连 线 的 交 比 (PA,PB;PC,PD) 是 与 P 无 关 的 常数 (如 果 P 就 是 
A,B,C,D 中 的 某 一 点 , 则 连 线 用 了 在 该 点 处 的 切线 代替 ). 
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证 明 ”由 于 交 比 在 射影 变换 下 不 变 , 只 须 对 圆 证 明 此 命题 ,这 
是 $3 的 一 个 习题 (习题 5. 3 的 第 7 题 )。 1 

推论 一 条 圆锥 曲线 由 其 上 的 5 个 不 同 点 惟一 决定 . 

命题 5. 12 ”对 于 射影 平面 上 任 给 的 处 于 一 般 位 置 的 5 个 点 ， 
存在 惟一 圆锥 曲线 通过 它们 . 

证 明 上 面 的 推论 已 说 明了 惟一 性 ,只 须 再 证 明 存在 性 . 设 
A,B,C,D,E 是 射影 平面 上 的 5 个 处 于 一 般 位 置 的 点 . 建立 射影 
坐标 系 [4,B,C,Dj. 设 EE 的 坐标 为 ((u,v,w)'), 则 由 DD 与 4,B， 
C,E 中 的 任意 两 点 都 不 共 线 ,可 推出 (请 自己 完成 )u,v,w 都 不 为 
0, 并 且 两 两 不 等 . 由 习题 5. 6 的 第 1 题 的 结果 ,在 此 坐标 系 中 过 
A,B,C,D 的 二 次 曲线 有 形 如 

azy 十 pzz 十 cyz 一 0 (a 十 5 十 c == 0)， 
即 
ay(Z 一 zz) 十 pzx(z 一 y) 一 0 
的 方程 ,只 须 令 4 二 w(v 一 w) ,6 二 vu 一 w), 此 二 次 曲线 就 经 过 区 
点 .此 时 a,6b,c= 二 a 十 6b 都 不 为 0, 从 而 此 二 次 曲线 非 退 化 .上 

定理 5. 5 (帕斯卡 (Pascal) 定 理 ) 圆锥 曲线 的 任 一 内 接 六 边 
形 ( 其 顶点 是 两 两 不 同 的 ) 的 三 对 对 边 的 交点 共 线 ， 

证 明 设 ABCDEF 是 圆锥 曲线 的 一 个 内 接 六 角形 (图 
5. 16) ,按照 点 的 顺序 , 它 的 3 对 对 边 为 4B 与 DE,CD 与 FA,BC 
与 EF ,它们 的 交点 依次 记 为 P,Q,R, 再 记 G 是 AF 与 DE 的 交 
点 , 信 是 CD 与 EF 的 交点 . 记 ! 是 已 ,Q 所 在 的 直线 ,要 证 明 的 是 
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R 在 1 上 .也 就 是 BC 和 i 相交 于 R. 为 此 , 先 设 BC 和 7/ 相交 于 N， 
只 用 证 明 N=R. 
计算 交 比 
(E,H;N,F)= (QE,DC;l,AF) = (E,D;P,G) 
= (AE,AD;AB,AF) 
二 (CE,CD;CB,CF) (用 了 施 泰 纳 定理 ) 
= (E,H;R,F), 
于 是 
E N=R. | 
定理 的 证 明 看 起 来 依赖 于 图 5. 16 的 具体 画 法 .事实 上 ，4， 
B,C,D,E,F 这 6 个 点 在 曲线 上 的 位 置 可 以 是 任意 的 ,并 且 三 对 
对 边 的 交点 也 可 以 是 无 穷 远 点 . 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 就 各 种 不 
同情 形 进 行 考察 . 
A,B,C,D,E,F 这 6 个 点 不 必 两 两 不 同 ,图 5.17 是 A,B 相 
同 的 情形 ,读者 可 仿效 定理 5. 5 的 证 明 方 法 试 着 证 明 . 习题 中 还 给 
出 了 另外 一 些 有 趣 情 形 . 


图 5.17 


习 题 5.6 
1. 如 果 二 次 曲线 经 过 射影 标 架 的 4 个 基本 点 , 则 它 的 方程 为 
2aizzy 十 2a13Xz 十 2azyz 一 0 


的 形式 9 其 中 lz 十 a13 十 az 一 0. 并 且 如 果 它 是 圆锥 曲线 , 则 C12?Q13， 
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azs 都 不 为 0. 

2. 求 过 射影 标 架 的 4 个 基本 点 和 点 (C3,2,3)") 的 二 次 曲线 
的 方程 . 

3. 求 过 5 个 点 ((1,1,0)7),((2,1,0)T),((1, 一 1,1)7?,((0， 
1, 一 1)"),《(0,0,1)") 的 二 次 曲线 的 方程 . 

4. 求 过 3 个 点 4((2,1,0)7),B((0,2,1)77,C((0,0,1)7) ,并 
且 在 A 和 B 处 的 切线 分 别 为 (1, 一 2,2) 和 (0,1, 一 2) 的 二 次 曲线 
的 方程 . | 

De 设 TL 是 平面 A 上 的 一 条 中 心 型 二 次 曲线 ， O 为 中 心 ,A,B 
是 夏 上 的 两 个 点 ,M 是 它们 的 中 点 ,N 是 本 在 A,B 处 的 两 条 切线 
的 交点 ,证明 O,M,N 共 线 . 

6. 设 醋 是 平面 x 上 的 一 条 圆锥 曲线 , 4,B,C,D 是 夏 上 的 4 
个 点 ,使 得 4B 平行 于 CD. 记 M,N 分别 是 线段 A4B,CD 的 中 点 . 
又 设 醋 在 A,B 处 的 切线 相交 于 已 ,了 在 C,D 处 的 切线 相交 于 Q， 
直线 AC ,BD 相交 于 $ ,直线 AD,BC 相交 于 了 ,证 明 : P,Q,S,T 
都 和 M,N 共 线 . 

7. 设 械 是 平面 x 上 的 一 条 非 退 化 二 次 曲线 ,用 直 尺 作 下 列 图 
形 : 

(1) 点 PP 不 在 上 , 作 P 的 极 线 ; 

(2) 作 线 的 极点 ; 

(3) 点 @ 在 本 的 外 部 , 作 经 过 QQ 的 切线 ; 

(4) 点 必 在 夏 上 , 作 栈 在 MM 处 的 切线 . 

8. 证 明 : 如 果 一 个 椭圆 的 内 接 凸 六 边 形 有 两 对 对 边 平行 , 则 
第 三 对 对 边 也 平行 . 

9. 对 于 圆锥 曲线 的 任意 一 个 内 接 三 角形 , 作 每 个 顶点 处 的 切 
线 与 对 边 的 交点 ,证 明 这 3 个 交点 共 线 . 

10. 设 ABCD 是 圆锥 曲线 的 一 个 内 接 四 边 形 , 记 M 是 4 和 C 
处 切线 的 交点 , N 是 B 和 DD 处 切线 的 交点 ,P 是 边 AB 和 CD 的 
交点 ,Q 是 边 4AD 和 BC 的 交点 ,证 明 : M,N ,P,Q 共 线 . 
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附录 ”行列 式 与 矩阵 


行列 式 与 矩阵 是 在 本 课程 中 常用 的 线性 代数 工具 . 下 面 列 出 
本 书 涉及 到 的 有 关 概 念 和 结论 ,以 供 查 找 . 要 进一步 了 解 , 请 看 线 
性 代数 的 教材 . 
$i 


一 、 行列 式 
1. 形式 


用 x 个 数 排列 成 的 一 个 行列 的 表格 ,两 边界 以 竖 线 ,就 
成 为 一 个 阶 行列 式 . 例如 


|: 3 
1 一 4 


4 一 2 7 
3 5 一 6 
一 1 1 2 
分 别 是 二 阶 行列 式 和 三 阶 行列 式 . 本 书 中 要 用 的 主要 是 二 或 三 阶 
行列 式 . 构成 行列 式 的 那些 数 称 为 它 的 元 素 , 位 于 第 ; 行 和 第 7 列 
的 元 素 称 为 (i, 门 位 元 素 . 本 书 中 用 的 行列 式 的 元 素 都 是 实数 . 
2. 意义 
行列 式 是 一 个 算式 ,把 它 的 元 素 按 照 一 定 的 法 则 进行 运算 ,得 
到 的 数值 称 为 这 个 行列 式 的 值 . 根据 本 书 需 要 ,我 们 只 介绍 二 和 三 


9 


阶 行列 式 的 值 的 计算 法 则 . 
求 二 阶 和 三 阶 行列 式 的 值 的 计算 公式 : 
A11 212 
一 411Q22 一 C12C21; 


Cl11 CQ12 413 


Q21 a22 423 | 一 Q11Q22033 十 Q12Q23Q31 十 Q13Q21032 


CQ3l 432 433 


一 213422031 一 Q11Q23Q32 一 Q12Q21Q33。 

3. 性 质 

用 上 面 的 公式 计算 三 阶 行列 式 计算 量 比较 大 ,通常 可 用 行列 
式 的 性 质 来 减少 计算 量 . 下 面 介 绍 行列 式 的 性 质 . 

把 阶 行列 式 的 第 i 行 和 第 j; 列 划 去 后 所 得 到 的 n 一 1 阶 行 
列 式 称 为 (i, 站 位 元 素 or 的 余子 式 , 记 作 Mi 称 4,;= (一 1) Mi 
为 Qij 的 代数 余子 式 . 

和 性质 1 行列 式 可 对 某 一 行 ( 列 ) 展 开 , 即 行列 式 的 值 等 于 该 
行 ( 列 )? 的 各 元 素 与 其 代数 余子 式 乘积 之 和 , 即 


n 阶 行 列 式 的 值 = Dahs (V2) (对 第 1 行 的 展开 式 ) 


要 ou (VY 7J) (对 第 7 列 的 展开 式 ). 


利用 此 性 质 , 一 个 三 阶 行列 式 的 计算 可 以 转化 为 3 个 二 阶 行 
列 式 的 计算 . 同 理 , 一 个 四 阶 行列 式 的 计算 可 以 转化 为 4 个 三 阶 行 
列 式 的 计算 . 以 此 类 推 ,任何 阶 行列 式 的 值 都 可 用 同样 办 法 递 推 地 
降 阶 计算 . 

性 质 2 把 行列 式 转 置 ( 即 行列 互 换 ) ,行列 式 值 不 变 . 

例如 


dl2 4d2» Cs2| 一 |421 G22 223 


13 423 433 231 Gd32 233 


性 质 3 ” 某 一 行 ( 列 ) 的 公 因子 可 以 提出 . 
例如 
all 3al: 413 QAl1l 412 413 


az 3az 42z3|= 3|las as az3l1. 


Q31 343s 433 
性 质 4 对 一 行 或 一 列 可 分 解 , 即 如 果 某 行 ( 列 ) 可 分 解 为 两 行 

( 列 ) 之 和 , 则 原 行列 式 等 于 两 个 行列 式 之 和 ,这 两 个 行列 式 即 是 把 
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C3l  C32 433 


原 行列 式 的 该 行 ( 列 ) 分 别 换 为 分 解 的 两 行 ( 列 ) 所 得 到 的 行列 式 . 
例如 


pa 十 ca baz 十 ca? b3s 十 C33 
Ql Cl12 413 Ql1l Cl2 13 


Gd21 422 423 


十 


bs pa bas C31 C32 C33 

性 质 5 把 两 个 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 互 换 ,行列 式 的 值 变 号 . 

性 质 6 如 果 存 在 一 个 常数 c, 使 得 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 是 另 一 
行 ( 列 ) 对 应 的 元 素 的 c 倍 , 则 行列 式 的 值 为 0. 

性 质 7 ”如果 把 一 行 ( 列 ) 的 元 素 的 常数 倍加 到 另 一 行 ( 列 ) 对 
应 元 素 上 , 则 行列 式 的 值 不 变 . 

性 质 8 某 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 男 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 的 代 
数 余 子 式 乘积 之 和 为 0. 

例 1 计算 第 286 页 所 示 的 三 阶 行列 式 . 

解 〈1) 按照 求 三 阶 行列 式 的 值 的 计算 公式 有 


4 一 2 7 
3 9 6 
= | 2 


一 4X5X2 十 (一 2)X( 一 6) X (一 1) 十 7XX3X1 
一 7XX5X 久 (一 1]) 一 4X( 一 6)X1 一 (一 2)XX3X2 
一 40 一 12 十 21 十 35 十 24 十 12 王 120. 


(2) 用 性 质 1， 
4 一 2 7 
3 5 一 6 
一 1 1 2 
5 3 6 
-4x | -x| | 
1 1 2 
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5| ut 第 一 行 展开 ) 


=4X16+2xXx0+7xXx8= 120. 
(此 方法 把 公式 中 的 .6 项 分 为 3 对 先 相 加 ,由 于 利用 了 提出 公 因 
子 , 减 少 了 计算 量 . ) 

(3) 先 用 性 质 7, 把 第 1 列 加 到 第 2 列 上 ,再 把 第 1 列 的 2 倍 

加 到 第 3 列 上 ,得 到 
4 一 2 7 
3 5 一 6 
一 1 J 总 


ee 


15 
0 


2 15 
一 《一 1) 义 一 120. 
8 0 


(其 中 第 二 个 等 号 是 用 了 性 质 1, 对 第 3 行 展开 . ) 

显然 方法 (3) 最 简单 . 把 这 种 方法 称 为 化 零 降 阶 法 : 先 用 性 质 
7 把 一 个 n 阶 行列 式 的 某 行 ( 列 ) 变 到 只 剩 下 一 个 元 素 不 为 0, 再 用 
性 质 1 对 该 行 ( 列 ) 展 开 ,于 是 原 行列 式 的 值 等 于 一 个 ”一 1 阶 行列 
式 的 值 的 倍数 . 如 此 继续 ,直到 化 为 计算 一 个 二 阶 行列 式 . 


二 、 卸 阵 

1. 基本 概念 

矩阵 是 描写 事物 形态 的 数量 形式 的 一 种 发 展 . 

由 m Xn 个 数 排列 成 的 一 个 m 行 n 列 的 表格 ,两 侧 以 圆 括 号 
或 方 括号 为 界 , 就 成 为 一 个 mXn 型 矩阵 . 这 些 数 称 为 它 的 元 素 ， 
位 于 第 i 行 第 j 列 的 数 称 为 (i,j) 位 元 素 . 


例如 
a 
发 记 
21 22 23 |， bs bo bo 
C31 4d32 433 
分 别 是 3X3 和 矩阵 和 2X3 和 矩阵. 
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1X1 和 窍 阵 就 是 数 ,不 用 写 括号 了 . 


al 


《aliyazyas) 和 分 别 为 1X3 和 3X1l 矩阵 ,在 几何 中 , 它 


C2 


ds 


们 都 可 用 来 表示 在 某 个 坐标 系 中 ,坐标 为 a1,as,as 的 向 量 . 

元 素 全 为 0 的 抢 阵 称 为 零 矩阵 ,通常 就 记 作 0. 

两 个 矩阵 4 和 B 相等 ( 记 作 4 一 8) ,是 指 它 的 行 数 相 等 , 列 数 
也 相等 ( 即 它们 的 类 型 相同 ) ,并 且 对 应 的 元 素 也 都 相等 . 

2. 论 阵 的 线性 运算 和 转 置 

加 ( 减 ) 法 ”两 个 mXn 的 矩阵 4 和 B 可 以 相 加 ( 减 ) ,得 到 的 
和 ( 差 ) 仍 是 mXn 和 矩阵, 记 作 4 十 B(4 一 B) ,法 则 为 对 应 元 素 相 加 
( 减 ). 

数 乘 一 个 mxXn 的 矩阵 4 与 一 个 数 c 可 以 相 习 , 习 积 仍 为 
mXn 的 矩阵 , 记 作 c4 ,法 则 为 4 的 每 个 元 素 乘 以 <. 

上 述 两 种 运算 统称 为 线性 运算 ,它们 满足 以 下 规律 : 

(1) 加 法 交换 律 : 4 十 如 一 有 十 4; 

(2) 加 法 结合 律 : (4 十 B8) 十 C=4 十 (B 十 C); 

(3) 加 乘 分 配 律 ,: c(4 十 B)==chA 十 cB, (cd)A= 二 cA 十 dh; 

(4) 数 乘 结合 律 , c(Z)4= (cd)4. 

转 置 ” 把 一 个 m Xn 的 矩阵 4 的 行 和 列 互 换 ,得 到 一 个 nXm 
的 矩阵 , 称 为 4 的 转 置 , 记 作 4 (或 4'). 

转 置 有 以 下 规律 : 

(1) (4)'=A4; 

(2) (4 二 +B)'=A'+B'; 

(3) (cA)'=c(A'). 

3. 效 阶 和 矩阵 ,单位 矩阵 和 对 称 纸 阵 

行 数 和 列 数 相等 的 矩阵 称 为 方 阵 . 行 数 和 列 数 都 为 2 的 方 阵 
习惯 上 常 叫 做 ” 阶 撼 阵 . 三 阶 矩 阵 和 二 阶 和 矩阵 是 本 书 中 用 得 最 多 
的 矩阵 . 把 ” 阶 和 矩阵 的 左上 和 角 到 右 下 角 那 条 线 上 的 元 素 称 为 它 的 
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对 角 线 上 的 元 素 ,它们 的 特点 是 行 标 与 列 标 相等 . 

下 面 几 类 特殊 的 ” 阶 矩 性 是 本 书 中 常 出 现 的 . 

单位 矩阵 ”对 角 阵 上 的 元 素 都 为 1, 其 他 元 素 都 为 0 的 =” 阶 
矩阵 ,本 书 中 记 作 E. 

对 角 和 矩阵 ”对 角 线 外 的 元 素 都 为 0 的 ”和 阶 和 矩阵 . 

对 称 和 矩阵 满足 47=4 的 =” 阶 矩阵 ,也 即 满足 

a;; 一 Ch (Yi 7) 

的 4 阶 和 矩阵 . 

每 个 n 阶 矩 阵 4 自然 决定 一 个 阶 行列 式 , 记 作 |4|, 称 为 4 
的 行列 式 . 

4. 矩阵 的 乘法 

当 甜 阵 4 的 列 数 和 B 的 行 数 相 等 时 ,A 和 中 可 以 相 乘 ,乘积 
记 作 4B. 48B 的 行 数 和 4 相等 , 列 数 和 B 相等 .4B 的 (i, 门 元 素 
等 于 4 的 第 i 行 上 的 元 素 和 B 的 第 ) 列 上 的 对 应 元 素 乘积 之 和 . 


Ql1 G12 QQ13 fo 
例 2 A= |as az |- | 
QA31 CQ32 433 bs 
bau ba ba du Cl12 Q13 
解 4B= baz bsQzzt baz3 | =bi | az | 二 bs | az {bs | azs |. 
Bias 二 ba bsass Qal CQ32 CQa3 


由 定义 容易 看 出 ,单位 矩阵 和 任何 矩阵 相 乘 (只 要 可 慰 , 不 论 左 
乘 或 右 乘 ) 还 是 原来 那个 矩阵 . 即 单位 矩阵 在 乘法 中 确实 起 了 单位 
的 作用 . 
和 矩阵 乘法 适合 以 下 法 则 ， 
(1) 加 乘 分 配 律 , A(B 十 C)=AB 十 4C,， (4 十 B)C=A4C 十 BC，; 
(2) 数 乘 性 质 . (c4)B 一 c(4B); 
(3) 结合 律 : (4B)C=A(BC); 
(4) (4B) =B'A. 
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au day al 工 
例 3 A4= | ‘a22 | ”CC 一 日 , 求 ah4a 
dl3 4d23 433 之 
解 a 4e 是 1 阶 和 矩阵 , 即 是 一 个 数 . 先 把 两 个 矩阵 相 乘 ,再 和 
第 三 个 相 乘 , 根 据 结合 律 ,次 序 任意 . 具体 运算 如 下 : 
Zall 十 ya 十 zals | 


a Aa = a | zalz yazz 十 zazs 


ZE13 十 yazs 十 Zass 
一 auz’ azy 十 asaz’ 十 2alzzy 二 2a13T2 十 2yzazs. 
n 阶 和 矩阵 乘积 的 行列 式 性 质 : 两 个 阶 和 矩阵 的 乘积 还 是 阶 
和 矩阵, 并且 有 人 性质. 
14B| = |4| x 18|. 
5. 可 逆 拭 阵 
设 4 是” 阶 矩 阵 , 如 果 存 在 ” 阶 矩 阵 刀 ,使 得 
AB= E, BA=E, 
则 称 4 为 可 逆 和 矩阵. 此 时 B 是 惟一 的 , 称 为 4 的 道 矩阵 ,通常 记 作 
A 
显然 , 当 4 为 可 道 矩 阵 时 , 4”! 也 可 道 ,并 且 
(A-!) -1=A. 
如 果 两 个 阶 和 矩阵 4,C 都 可 逆 , 则 4C 也 可 道 ,并 且 
(4C)-! 一 C-14-1. 
关 手 nn 阶 矩 阵 可 逆 性 的 判别 ,有 以 下 结论 : 
(1) n 阶 窍 阵 4 可逆 >|4| 关 0; 
(2) 对 两 个 阶 矩 了 泗 和 A4 和 8B， 
AB=E 一 BA=E. 
于 是 , 当 两 个 阶 和 矩阵 A 和 B 满足 AB=E 时 , 则 它们 都 可 
逆 , 并 且 互 为 逆 矩 阵 . 
6. n 阶 算 阵 的 相似 与 合同 
设 4 与 鼠 是 ” 阶 算 阵 . 
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(1) 如 果 存 在 可 道 的 阶 矩 阵 石 ,使 得 -14H=B, 则 称 和 4 与 
B 相似 . 
(2) 如 果 存 在 nn 阶 可 道 和 矩阵 五 ,使 得 HTAH==B, 则 称 A 与 B 
合同 罗 


如 果 A 与 合同 , 且 4 对 称 , 则 B 也 对 称 . 


习题 答案 和 提示 


第 一 章 
习 题 1.1 
1. Bt, BE. 
2. AB—4e , AP=4 人 


3. 态 -“ 坟 ， B= 6 -a, CF 4—p. 


. WE, HB 


四 EA E22 Be 2 3 
5 ly 5 5 9 


BD=2(4F— AB. 
5. C 方 -8 一 C， CE=p —2a. 
7. (1) 提示 : 先 任意 取 一 点 已 ，M 就 是 使 得 


PY PE4 二 PE4+…+PA 
n 


的 点 . 
14. 提示 : 取 定 一 点 0, 证 明 : 对 于 任何 一 一 对 应 f， 
ACT 二 Asf As? + + A AY 
= AO+ AO+ .+ AO+OB + OB + .+OB. 
19. (E,F,G)= 记 , (4,D,G)= 忆 、 
20. (4,D,0)=1, (B,C,D)=?, 
(C,A,E)=», (B,E,0)=5. 


21. (4,E,D) = (B,C,E)=. 
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10. 


@ 研 革 - 直 , 确 - 二 引 


了 = 二 | 
. ( 3 多 3 多 3 . 6. (10,0,3). 
2 一 6， b=4， (4,B,C) 一 一 二. 


习 题 1.3 


. |3a+2p|=~V133, |2a—5p|=~V 76 王 2 人 19， 


(3c 十 28)。(2c 一 5 有 8)= 一 19. 


.|4P|I=、 3， 14Q|= 计 V 15 十 2^/ 3 ， 


这 . 和 = 二 (3+V 3 ). 


.〈1) 成 立 , 另 外 3 个 一 般 不 成 立 ! (2) 和 (3) 分 别 加 条 件 a 与 8 平行 


3 


(4) 加 条 件 a 与 7 平行 . 


. 不 能 . 
13. 
14. 


(1) 提示 : 把 左 式 中 的 各 个 向 量 都 用 A 访 , AC,A 访 表示 . 
用 第 13 题 的 结果 . 


习 题 1.4 


. 左 , 右 , 左 , 右 . 2. 2 ~ 人 / 221. 3，(16,4,16). 
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. 不 能 .9. 能 .、 ”10. 不 能 ,加 条 件 eVAp8. 
11. 


提示 : 不 妨 设 a ,8 ,7 都 是 单位 向 量 , 此 时 向 量 a 十 8 ,a XB 和 7Y 共 面 ， 
又 ae 十 8 与 ecXp8 年 直 . arcsin 


习 题 1.5s 


. (1) —20; (2) 36; (3) 4、 人 2. 


6. (1) 是 ， (2) 否 ; (3) 是 . 


13. 


提示 :exp+TpBXxy+Yxae=(e 一 7)X(pB 一 7 ). 


14、 提 示 : 对 等 式 左边 的 每 一 项 用 拉 格 朗 日 恒等式 . 


第 二 章 


习 题 2.1 


. (1) (z 一 1): 十 史 十 (z 一 2)2 一 253 


(2) (z 一 1)2 十 (y 十 3)2 十 (z 一 5)2 一 33 
.11 _o2 _ 了 1 ”37 

(3) (x 1 十 (y 2): 十 | z 7 | 一 8 

(4) (zz 一 1)2 十 (y 一 1)2 十 (z 一 4)2 一 415 

(5) (z 十 3) 十 (y 一 3): 十 (z 一 3)2 王 9 和 (zx 十 5): 十 (y 一 5)* 十 (z 一 5)’: 二 25. 


。 (1) 是 ， (—1,2,—2), 33 (2) 是 ， (4,1,—2), 5 


(3) 不 是 ,图 形 是 空 集 ， 
(4) 不 是 ,图 形 是 一 点 (一 2, 一 1, 一 6). 


.a+b 二 +c’:>d. 
. 提示: (1) zx’ 十 yy 十 z:= 二 5; (2) zt 十 y: 十 z? 二 y; 


(3) 两 式 相 减 得 xz? 十 y? 十 z?= 二 2. 


. 《1) 圆周 ， (2) 圆周 . 
. (D)O@ [3 , 亚 ,1 ey 


4 4 3 


3x 
@) ( 2, 至 ,1 , [有 5 CC 


va 
2 5 
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@ (0,w,1)，(1,p,0). (2 可 取 [0,2x) 中 任意 角 . ) 


0|- 人 _V6 AV 2 


7 


4 “0? 4 4 2 


a 


2 ,外 ,2 |， 


2 "3” 2 


(3) D (1, 人 3 ,—2), (2~vV 2 ,60°,135°); 


@ (一 人/ 2 ,一 人/ 2 ,5)， [Ya ，225° ,arccos 


5 
gp 


. (1) zx: 十 y= 二 1, 圆柱 面 ， 

(2) 4 志 z? 十 y 十 z*: 世 16, 两 个 同心 球面 所 夹 部 分 ， 

(3) Zz’ 十 y= 二 2y, 圆柱 面 ， 

(4) Tz 十 yy 十 z: 二 4z， 球面 . 

习 2. 2 

. (1) 加 条 件 : 这 三 点 不 共 线 ; 

(2) 加 条 件 : 点 不 在 直线 上 ，; 

(3) 加 条 件 : 它们 不 是 异 面 直线 ， 

(4) 加 条 件 : 联结 这 两 点 的 线段 和 直线 不 平行 . 
. (1) 3z+4y+3z—10=0; 

(2) 19z 一 13y 一 11z 十 3 一 0; 

(3) 20z 一 12y 十 z 十 18 一 0 (4) 2z 一 3y 十 z 一 4 一 0. 
. (1) 4z 十 2? 十 3z 一 03 (2) z 十 3 一 0 

(3) z=0; (4) 3y 十 zx 十 1 一 0; (5)'z 十 y==0. 
. (1) 和 (2) 都 是 两 张 相交 平面 . 
. (1) 平行 ， (2) 相交 ; (3) 重合 . 
. (1) 不 是 ， (2) 不 是 ;，(3) 是 . 

DI—D; 

一 2. 10. 万 二 万 
AzrtBytCzt+ 一 = 
. 6X 一 4y 十 10z 一 2 二 0 和 6z 一 4y 十 10z 一 14 一 0. 
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过 


3 


(2) 直线 在 平面 上 ， 
(4) 相交 于 (12, 一 5, 一 1)，; 
(6) 直线 在 平面 上 . 


. 《1) 一 z 十 2y 十 1=0; 


(3) Xz 十 y 十 2z 一 3==0， 
(5) 4z 十 5y 十 5z 一 7 二 0; 


S. (1). 9z 十 3y 十 5z 一 03 


6. (1) 相交 ， (2) 异 面 ， 

7. CC 一 2， 0 一 7， 5 一 一 12， 1 一 一 1. 
Z 一 3y 十 z 十 4 一 0， 

8. (1) | 
5z 一 y 十 3z 十 4 一 03; 
i 
3z 十 10y 一 5z 一 15 王 0. 

9. (1) 33z 十 6y 十 z 十 13 一 0) 
并 一 2 一 0， 
97z 一 5y 十 z 一 0# 

11. 


Z 一 2_ 2 十 1_z 一 3 
(2) 一 
3 _ ?十 1_z 一 1 

(2) 1 一 9 12 


(3) 相交 于 (一 1,2, 一 1); 
(5) 直线 在 平面 上 ， 


(2) z+2y—3z=0; 

(4) 10z 十 lly 十 17z 一 25==0， 
(6) 6z 一 2y 十 3z 一 17 一 0. 
(2) 21z 十 14z 一 3 一 0. 


(3) 重合 . 


项 人 
并 一 7 一 Zz 一 17 一 0 


Z 一 47 十 7z 一 1 一 0， 


(2) | 
6z 一 7 一 4z 十 4 一 0. 


(2) x—z=0. 


证 明和 思路 . 设 平 面 x; 为 A;x 十 Biy 十 Ciz 十 D;==0. 
(1) LNls < ON 并且 站 Nm 
(2) 不 妨 设 ll 和 Ug: 不 平行 ;相交 于 点 (zo, yo ;20) ; 则 


4izo + Biyo + Cizo + D; = 0,， 


1 一 1,2,3, 


而 Aszo 十 Bsyo 十 Cszo 十 Ds 关 0. 计算 出 4 阶 行列 式 等 于 


(44zo 十 Bayo 十 Cizo 十 也)|4， 万 


4: Bi Ci 
Cz| 尖 0. 
A; Bs Cs 


(3) 只 须 再 证 明 共 面 , 即 可 推出 行列 式 等 于 0. 
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12. 
13. 


. (D2MV3; (2) | (3) Ee. 


4z2 一 9% 十 6z 一 457 一 36z 一 144 一 0. 


(2) t=0; (3) zx’ 二 +y—z’—1=0. 
习 题 2.4 
. (1) 3z 十 3y 十 z 一 3 一 0; (2) 3z 一 y 一 z 一 6 一 03; 


(3) Z 一 27 十 z 十 3 一 0; 


(4) 一 16z 十 147y 十 11z 十 65 一 0. 

(D) 2 一 3 一 2 十 2 一: 一 1 ， ,> 一 XT 十 2y 十 4z 十 11==0， 
3 2 一 3 2z 十 ?一 3 一 0; 

局 人 


2z 一 3y 十 4z 十 7 一 0. 


A (2) ~/ 2 . 
40 
:2. 6. 21° 
22 
. (1) arccos 总 (2) 3 (3) arccos 2 9 
(4) arcsin 2 ; (5) arcsin 2 
21 14 
. 2~V170 31 ~ 986 
(6) GD arcsin 170 ， © arccos Re 
a _16 人 > 5 
。t 一 3， d= 15 > 


。4z 一 4y 一 2z 一 21 王 0 和 4z 一 4y 一 2z 十 15 一 0. 
。Z 十 3y 王 0 和 3z 一 y 一 0. 
。23z 十 8y 一 25z 十 23 和 0 和 5z 十 20y 十 11z 十 47 一 0. 


是 be vt (2) 世祥 113 证 


6 
3 ~/122 | 


. (1) 
122 23z 一 20y 十 13z 一 0; 
“ Z 十 y 十 4z 一 1 一 0， 
(2) 二， | 
3 lz—2y 一 2z 十 3=0. 
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习 题 2.5 


.。(1) 2z2? 十 2 光一 5z2 一 58z 一 169 一 0; 


(2) 3z: 十 3z? 十 4zy 一 8zz 一 4yz 一 8z 一 4y 十 8z 十 5 一 0; 

(3) (z 一 3)? 十 罗 十 于 一 4 一 03 

(4) x 十 yy 十 z* 十 2z?y? 十 272z? 十 2y22? 一 26z? 十 10y: 一 26z? 十 25 二 0， 
(5) y=Zx’ 二 z’ 二 43 

(6) y’: 十 z* 二 x 十 8zx? 十 16; 

(7) y:— (xz: 二 z’)=0. 


。2? 十 z2 一 1，|y| 委 1. 
. (1) 36z2? 十 36 光 一 13z2 一 2z 一 25 一 0 


2 2 
2 bp d 


a C 


Co | 


2 2 2 
，(1) : 革 十 二 十 江 一 1 


(2) zx’ 十 y: 十 z= 二 4. 


。 作 空 间 直角 坐标 系 , 以 r 为 TY 平面 ,并 且 使 得 M 的 坐标 为 (0,0,4). 


(1) z+y:—8z+t+16=0; 
(2) xz 十 y: 一 8z’ 一 8z 十 16 二 0. 


。(1) 5z? 十 5y: 十 2z? 十 2zxy 十 4Tz 一 4yz 十 47 一 4y 十 4z 一 1 二 0; 


(2) 13zx?: 十 10y? 十 5z? 一 4zy 一 6xz 一 12yz 一 14zx 十 28y 一 14z 一 105 二 0; 
(3) 5z’: 十 5y: 十 2z? 十 2Xy 一 47z 十 4yz 一 227 一 14y 十 4z 一 5 二 0; 
(4) 十 史 十 2 于 一 zy 一 2Zz 一 yZ 十 3y 一 3z 一 0. 


8. TT 十 yy 十 z? 一 xy 一 Xz 一 yz 一 3y 十 3z 一 3 二 0. 
9.Zz2 十 4y2? 十 3z2? 十 2 人/ 3 zz 一 4 一 0 和 z2: 十 4y: 十 3z2? 一 2 ~ 人 / 3 zz 一 4 一 0. 


10. 


11. 


(1) xz’ 二 y:—5z’—4zxy 十 8Xxz 十 8yz 十 2z 十 2y 一 16z 一 2 二 0; 

(2) 11z’? 十 lly’ 十 23z? 一 32xy 十 16zz 十 16yz 一 54z 一 108z 十 135 二 0; 

(3) 517°+51y +12z’ 二 104xy 十 52zz 十 52yz 一 50x 一 54y 一 24z 十 10==03 
(4) 47’ 十 yy 十 z? 十 4xy 一 4zz 十 8yz 二 0. 

如 果 线 段 MiM; 垂直 于 /, 并 且 Mi,M; 到 /的 距离 相等 , 则 有 无 穷 多 个 ; 
如 果 线 段 MiM; 垂直 于 /, 并 且 Mi,M: 到 4 的 距离 不 相等 , 则 没有 ， 

如 果 线 段 MiM; 不 垂直 于 ,并且 Mi,M: 到 1 的 距离 相等 , 则 有 1 个 ; 

如 果 线 段 MiM: 不 垂直 于 !, 并 且 Mi,M; 到 1 的 距离 不 相等 , 则 有 2 个 . 
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12. (xz—1)’=(y 二 2)? 二 (z 一 3)* 和 (zx 一 4)?=4(y 十 2)? 十 4(z 一 3)?. 
13.a 一 0,z2: 十 4y2 十 2 一 6zz 十 4z 一 8y 十 4z 一 0. 
14. (1) z 一 sinz; (2) z= y’s 
(3) 2z2: 十 2 办 十 2zy 一 1 一 03 (4) (zx—z)’ 二 (yz)’=3; 
(5) (zz—2)’+y:=4; 
(6) (z 十 2z) 一 10(z 十 2z) 十 25y 一 0. 
15. 和光 十 z 十 2yz 一 工 一 4y 一 2z 十 3 一 0. 
16. 提示 : 作 非 零 向 量 gw(a,b,c) ,使 得 aai 十 1 十 cc 一 0, ;一 1,2, 则 曲线 由 平 
行 于 w 的 直线 构成 . 
17. (1) 47x’—y’—z’=0; (2) z+ y—3z’=0; 
(3) 8z2: 十 3(2y 一 z)2 一 4(z 一 2)2 一 05 
(4) 9[z+y + (2—2)]—4(z+y+z—2)°=0. 
习 题 2.6 
1 
3. (1) 碟 + 入 各， (2) 了 一 分 一 2zi 
(3) 2zz 一 3z2? 一 12y 一 0. 
人 辽 | 芝 | 于 
4. (1) fg™—z 一 1 (2) 4+ti6ta™=! 
pe 
是 经 过 y 轴 的 两 张 平面 ,它们 是 cz 土 a Mb 一 c*z 二 0 
7. &k<c: 椭 球 面 ， k=c: 椭圆 柱 面 ， 
c<k<b: 单 叶 双 曲面 ， 4 一 5: 双 曲 柱 面 ， 
b<k<a: 双 叶 双 曲 面 ; 之 a: 空 集 . 
8. kb: 椭圆 抛物 面 ; k= 二 5b: 抛物 柱 面 ; 
b<k<a: 双 曲 抛物 面 ; 之 a: 椭圆 抛物 面 . 
习 题 2.7 
2z 一 z 一 0， 4y 十 3z 一 0， 
EC ( 
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2 
3. 9 5. 一 工 十 和 此 一 2z. 


2 一 4。 
7. 当 这 三 条 直线 平行 于 同一 平面 时 是 马鞍 面 , 和 否则 是 单 叶 双 曲 面 . 
8. (5) 一 对 相互 垂直 的 平面 ; 
(6) 单 叶 双 曲 面 . 
9. 十 十 2xy 一 Xz 一 yz 一 ZX 一 2y 十 z 二 0, 马 鞍 面 . 
10. 3y? 一 5z2? 十 4zy 一 6z 一 16y 十 5z 十 36 一 0, 单 叶 双 曲面 . 
1 2z2 一 2z2 十 zy 十 yz 十 8z 十 6y 十 14z 十 6 二 0, 马鞍 面 . 


第 三 章 
习题 3.1 
一 1 一 1 一 1 
0 1 
T= 一 Zz 一 y 一 z' 十 1， 
点 的 坐标 变换 公式 为 | ， 


1. 过 渡 矩 阵 为 


2 一 y。 
人 Wo 
ly=—2z'—y+1l; \y=—2z'—y. 
i 
工 一 2 工 十 2 2 ， 


3. (1) 都 是 1y= 方 民 十 夫 Y， 


z 一 让 十 让 z. 
(2) 点 的 坐标 为 : A(1, 一 1,1)， B(1,1,—1), C( 一 1,1,1); 直 线 方程 为 : 
,sh ss a Pe ol | 


0 一 1 1 

一 1 (一 1 zx' 十 1 
BC , 工 i A > 
” 1 0 一 1 
| 
BS 
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ba 


7. (1) 


11. 


12. zy—2zxy 二 +4z 十 12y 一 44= 


2_- 2_ 2 ee 
(3) DE: 1] 0 1’ DF 二 1 ] 
es 
2 
Dh = 
0 —1 一 1 
3 0 一 ! 
一 1 0 


Z 一 3z 十 y 一 Zz' 一 2， 


(1) > 一 (中 = (十 jy+( 寺 jz+2, 


ad 互 | (y+ 人 jz 
1 1 7 
(2) 14z' 十 6y 一 7z' 十 16 一 0f (3) yh 


saa dy 
ea a 


(2) 5z'—18y' 二 20=0. ， 
= 一 | 六 jz'+( 社 jy+1, 


(1) 


一 -( 计 )<-[)yt 
(2) 36z'2 十 29y :2 一 24z'y 一 120z' 一 10y 一 55 一 0. 


一 二 | ' 一 | 也 1 37 
z= 二 T—\13)>7 +13 


,| 刘 =+( 击 jy 


57? 十 5y: 十 6xy 十 27 一 2y 一 7==0. 
10. 


Z2? 十 和 十 zy 十 2z 十 y 一 2 一 0， 
3 和 2 十 4xy 一 8z 一 12y 一 0. 


($e+(4)»-(H)s, 
,--( 二 je 下 y+( 下 = 
-( 到 (二 vr( 下 = 
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14. 设 A; 的 坐标 为 (zi, yi,z;) ; 则 
Xi .YY1 之 1 
104 | > 机 104|1 
Xz2 2 之 2 
104,| | 2 和 104,| 


3 3 TZ3 
104,| | | | O4s| 
是 正 交 和 矩阵 . 又 
1 


2 2 2 
aX 一 六 1 二 其 15 和 二 丰 10 训 ， 二 3 
于 是 
1 十 1 十 1 
104l* 104l:. 104,1 
2 2 2 2 
= 15 训 下 十 其 105 训 下 十 全 15 页 下 十 受 15 训 | 
2 2 2 
十 爱 10 人 4 十 二 104 十 二 10 人 4 


ys z3 
十 间 15 和 1 十 二 1 64 
| Zz? 十 x? 十 3 
a’ 104 WE 1 04,1: 104,1: 
1{ yy’ y? y 
+ 去 | odrt otr 1 To 


-十 | 2 对 2 EE 2 | 
c 104 104l: 104,1 
1 1 1 
= + 十 2 


15. 提示 : 利用 正 交 和 矩阵 的 性 质 . 
16. 提示 : 利用 第 15 题 的 结果 ， 


习 题 3.2 

1. 新 坐标 系 的 原点 为 (1,1) ,坐标 向 量 不 变 . 
2. (1) 马鞍 面 ， 
(2) 马鞍 面 . 
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5. 椭圆 , 双 曲 线 ,抛物 线 , 两 条 平行 直线 ,两 条 相交 直线 . 
6. 双 曲 线 ,抛物 线 ,两 条 相交 直线 ,一 条 直线 . 


7. 椭圆 时 ,椭圆 抛物 面 ， 双 曲 线 时 ,马鞍 面 ， 
抛物 线 时 ,抛物 柱 面 . 
11. 2z2 十 5 光一 4xy 一 27z 一 3y 十 4 一 0. 
习 题 3.3 


1. (1) 双 曲 线 ! 〈2) 抛物 线 ! (3) 椭圆 (4) 一 条 直线 ， 
(5) 双 曲 线 ;，(6) 空 集 (7) 两 条 平行 直线 . 
2. a 二 4 并 且 c=1 时 为 一 对 相交 直线 . a 二 4 并 且 c 过 1 时 为 两 条 平行 直线 . 
3. (1) t< 冯 时 为 空 集 ; :一 到 时 为 一 点 # :一 1 时 为 抛物 线 ; :> 这 但 是 
1 时 为 椭圆 . 
(2) =5, 1=—4t(i 二 +2), 1s=8(t 十 2) (二 1) (一 1): 
t 过 一 2 时 , [过 0,7; 关 0, 双 曲线 ， 
1 一 一 2 时, I, 二 0,1;3 二 0,h1 之 0, 空 集 ， 
一 2<:<< 一 1 时 ，72>>0,7>0, 空 集 ; 
1 一 一 1 时 , 1, 之 0,13= 二 0, 一 点 ; 
一 1<t<0 时 , 1,>>0,1; 二 0, 椭 圆 ，; 
t= 二 0 时 , 1 二 0,1; 头 0, 抛物 线 ， 
0<t 过 1 时 , Ts 过 0,1; 关 0, 双 曲线 ， 
:一 1 时 , 1, 过 0,1;= 二 0, 两 条 相交 直线 ， 
1>>1 时 , 1, 过 0,1; 关 0, 双 曲线 . | 
6 和 7. 提示 : 利用 直角 坐标 变换 保持 不 变量 的 性 质 ,只 须 用 对 标准 方程 证 
明 . 


习 题 3.4 
] ; 渐 近 方 向 ; (1 十 5 ,1) 和 (1 一 人 / 5 ,1); 渐 近 线 ， 
一 5(1 十 WV5)y 十 15 十 4 5 =0, 


5z 一 5(1 一 信 5)y 十 15 一 4\ 5 =0. 
(2) 中 心 为 | 一 互 ， 三 |. 


1. 中 心 为 一 与， 上 
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人 个 由 内 


15. 


16. 


(3) 渐 近 方向 ; (1,1)3 开 口 朝 向 : (一 1, 一 1). 

(4) 渐 近 方向 : (1, 一 1). 

(5) 中 心 为 (一 2, 一 2); 渐 近 方向 , (2,5) 和 (2,1); 渐 近 线 ， 
5z 一 2y 十 6 二 0， zx 一 2y 一 2 二 0. 

(6) 中 心 为 (9,3); 渐 近 方向 : (1,0) 和 (5,4); 渐 近 线 ， 

9 一 3 一 0， 4z 一 57 一 21 一 0. 

(7) 中 心 为 (7, 一 16). 

(8) 中 心 为 (1 ,一 1). 

(9) 中 心 为 (0, 一 1); 渐 近 方向 ; (1, 一 1) 和 (3, 一 5); 渐 近 线 ;、 
TX 十 y 十 1] 二 0， 5z 十 3y 十 3 一 0. 

(10) 渐 近 方向 : (1, 一 2); 开口 朝向 ; (一 1,2). 


.5 天 9 时 有 一 个 中 心 ; s=9 而 t 尖 9 时 没有 中 心 ; ;==9 而 t=9 时 为 线 心 曲 


线 . 

s 达 9 时 有 两 个 渐 近 方向 ; ;==9 时 有 一 个 渐 近 方向 ; s 之 9 时 没有 渐 近 方 
向 . 

t 的 值 不 影响 有 无 渐 近 方向 ..… 


。2xy 一 2z 一 8 一 0. 

.XT 十 yy 十 xXy 十 27 十 y 一 2 二 0. 

. 8y: 十 6xy 一 12z 一 6y 十 1=0. 

。4z 十 11y 一 0，15z 十 57 十 29 王 0. 

. (2) @ 4z 十 5y 一 4 一 03 ©®@ zr—3y+1=0; © zr—3=0.. 
. 提示 : 在 直角 坐标 系 中 ,对 标准 方程 证 明 . 


ZL 四 
a 2 
设 一 对 共 罗 半径 的 端点 坐标 为 (zi,y1), (zz,yz)， 则 是 正 交 甜 
2 2 
a 2 
阵 . 
GD 环 十 节 -1 GD 琴 - 地 1 
(3) pz— yoy pro=0; (4) 9z+10y—28=0; 
(5) z 一 2y 一 0; (6) zZ 十 y 一 2 一 0. 


(1) 两 个 切 点 为 (1,1)，( 一 4,3)3 相 应 的 切线 方程 分 别 为 
ZX 十 4y 一 5 二 0， Z 十 47 一 8 一 0. 
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(2) 两 个 切 点 为 (1,0)，| 襄 ， y=0,11y—12=0. 


(3) 两 个 切 点 为 (0,0)，| 一 号 , 羡 ] ;切线 方程 分 别 为 
Z 十 ?一 0， 11z 十 117y 十 4 一 0. 


。 422 十 兄 十 4zy 一 10z 十 7y 一 6 一 0. 

。 提 示 : 讨论 Mo(zo,yo) 使 得 (3. 21) 有 两 个 互相 垂直 的 解 的 条 件 . 

.(z 十 2)2 十 (y 一 1)2 一 30. 

. 一 个 以 中 心 为 圆心 的 圆 ,去 掉 它 和 渐 近 线 的 4 个 交点 . 

. 研 的 方程 为 zx? 十 y: 一 6zy 一 52z 十 28y 十 168 二 0,，(3, 一 3) 处 的 切线 为 


77—y—24=0. 


习 题 3.5 


. (1) z 一 2y 一 3 一 0，2z 十 y 十 1 一 0; 


(2) 3z 十 y 一 2 一 0，z 一 3y 一 0; 
(3) 2z 十 2y 一 3 一 0; 

(4) z 十 y 一 1 王 0，Zz 一 y 十 3 一 0; 
(5) 5z 一 15y 一 8 一 0. 

22 十 光一 6zy 一 26z 十 147y 十 42 一 0. 


. a 二 1; I 的 两 个 坐标 向 量 在 中 的 坐标 分 别 为 ， (Ms ,2 | 


5 


_2Y5 ,M5 | ,的 顶点 在 了 中 的 坐标 为 | 其, 盐 ) ,一 5 
第 四 章 
习 题 4.1 
. 提示 : 先 证 明 引 理 , 在 旋转 下 ,直线 变 为 直线 ,并 且 它 与 原 直线 的 夹 角 为 
转角 . 


(1) 平移 量 为 Orz(COy》 
(2) 转角 为 91 十 9;, 中 心 由 作 图 求 出 如 下 : 
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(8 与 6 同 向 时 ) (@ 与 8, 反 向 时 ) 


. 当 站 和 疙 平行 时 为 平移 ,不 平行 时 为 旋转 . 


7. (1) 滑 反 射 ! (2) 反射 


(3) 只 要 平移 量 不 垂直 于 ,就 是 滑 反射 . 


. (1) h。7=7。h 是 反射 ,反射 轴 垂 直 于 /, 过 O， 


(2) id,h,7,7° h. 


. 2 个 . 10. 2 个 . 


习 题 4.2 


(1) 方法 1 提示 : 用 惟一 性 . 利用 位 似 变 换 和 保 距 变换 的 复合 构造 出 一 


个 相似 变换 ,使 得 它 在 该 三 角形 上 和 /一样 ， 
方法 2 提示: 用 命题 4.5 的 引 理 1 所 用 的 方法 . 
(2) 二 > (1) (条 件 (2) 推 出 条 件 (1) ,下 同 ). 
(3) 一 > (2). 

(4) 提示 : 用 命题 4.5 的 引 理 1 所 用 的 方法 . 
(5)—> (1). 


. 提示: 证 明 一 个 等 价 的 结论 : 4 和 巨 在 ! 的 异 侧 <* 一 (4) 和 J(B) 在 /的 


异 侧 . 


. 提示 : 同上 题 . 

. (2) 提示 : 用 第 3 题 的 结果 . 

. 提示 : 取 定 一 个 圆 , 它 的 像 为 椭圆 ,可 用 正 压缩 变 为 圆 . 
11. 
14. 


上 下 底 长 度 之 比 相等 . 
斜 压 缩 ; c= 压缩 系数 . 滑 反 射 和 错 切 : oc=1. 
相似 ; 相似 比 的 平方 . 

习 题 4.3 
ss 


ZI 一 并 一 27 一 1， Z' 一 7Zz 十 10y 十 9， 
. (1) | | (2) | | 3 
y=—Zz+y; y=—57—7y—4; 
a We 
y 一 2z 十 3y 一 7. 


. (1) z2 一 10z 十 2y 十 21 一 0; 


(2) 10x’ 十 y: 一 6xy 一 2t 十 2y 十 1 二 0. 
OU 


y 一 一 8z 十 3y. 


7.Zz2 一 光一 a. 


8. (1) 压缩 系数 不 为 1 时 ,压缩 轴 和 平行 于 压缩 方向 的 每 一 条 直线 ; 


11. 


12. 


13. 


14. 


17. 


18. 


19. 


. (2) 任 取 一 点 已, 则 满足 PGO= 


(2) 平行 于 平移 量 的 每 一 条 直线 ; 


(3) 反射 轴 和 与 之 垂直 的 每 一 条 直线 . 


ZE 的 @ 是 不 动 点， 


(3) 提示 : 就 和 是 否 等 于 1 分 别 讨论 . 
(1) z+y=0, 27z—y=0;} 
(2) 37++4y—3=0, x—y—1=0; 


(3) Z 十 ?一 1 一 0. 
ZI 一 27， Z' 一 5z， 
(2) 10# (3) | , 9 | ， 
3 一 959 y 一 2y. 
(3 9 ‘二 6 9 
(1) 4z—y=0, xz 一? 一生 一 0 (2) “或 > “ 
y=6y y 一 3z， 


se 
y= 二 一 5zX 一 8y 十 12. 


a) 旋转 ,中 心 为 | 3 .33 一] 


(2) 反射 , 轴 为 z 一 5y 十 13==0; 
(3) 滑 反 射 , 轴 为 z 十 3y 一 4 一 0. 


二 下 ee 
y 一 9z 十 18y 一 10; yy 一 6z 十 8y 十 1; 
Tz' 一 工 一 47 一 8， 
y 一 一 6z 十 3y 一 2. 
' 二 Zz 十 ty 十 6b， 

GD {关中 的 6ocwz 满足 te 十 46 才 0) 
y 一 一 3? 十 c 
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(2) ?一 本 一 0 


习 题 4.4 


1， 提示 : 只 须 对 等 边 三 角形 证 明 . 
2,3,5,6,7,8 等 题 只 须 对 圆 证 明 . 
4. 提示 : 设 4B,4D 和 双 曲 线 的 同一 支 相 切 , 切 点 分 别 为 P,Q, 作 仿 射 变换 
了 ,使 得 |f(4)f(B)|=1f(4)f(D)|. 
10. 提示 : 作 仿 射 变换 f ,使 得 f(A4)f(B) 与 f(C)f(D) 垂 直 . 
11. 提示 : 必要 性 . 作 仿 射 变换 ,把 内 切 椭 圆 变 为 图 . 
充分 性 . 作 仿 射 变换 f ,使 得 
[fCA)FD) | = |FOA)FOF)), |f(B)fFOD)| = |f(B)fE)), 
此 时 |f(C)fCE)|==1fCC)f(F)|, 从 而 f(D),f(E)， A 
fA(B)f(C) 的 内 切 圆 与 各 边 的 切 点 . 
13. 提示 : 只 须 把 直角 坐标 系 中 ,对 zy=1 的 图 像 证 明 . 


习 题 4.5 
4. 提示 : 只 须 对 球面 证 明 . 


第 五 章 


习 题 5.3 


1. (Ls 73 ;ls ;71) 二 9 (Ls , /2 ;L3 ;01) = 二 1 一 k 9 


《ZL45l3 2) 一 (23300) 一 (los) =- 二. 


一 1 
3. /MF 时 ， (1 lz) 一 一 (4 »Az, A); 
iN ls 时 ， (Li sl ) =— (A ,A2,As) 
iN ls 时 ， (hi 11) 一 1 十 (4; ,A3, A4) 1; 


A,,A,,A 
LN 时 ， (lisl2 sls i 


5. 41 是 无 穷 远 点 时 ,(Ai yy Wy Ny ny Rt 


4;: 是 无 穷 过 点 时 ，(4 ,4:,43，,44) 王 1 十 (4 4 4) 一 1; 
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4; 是 无 穷 远 点 时 ，(4 ,4:,43,44) 一 一 (4 4 4 一 3 
444 是 无 穷 远 点 时 ， (Al A, ,As ;4)= 二 一 (Ai 42 ,43). 


. 提示 : 先 证 明 引 理 : 如 果 al,as,a 是 共 面 而 两 两 不 共 线 的 3 个 单位 向 量 ， 


则 
a= (sin/ (a ,a)) ai 十 (sin 一 (aa )) az. 


. 提示: 用 交 比 在 仿 射 变换 下 的 不 变性 和 第 7 题 的 结论 . 
10. 


用 第 9 题 的 结论 . 
习 题 5.4 


. (1) AB(0,0,1), BC(1,0,0), CD(1,—1,0», AD(0,1,—1), AC(0,1, 


0)， BD(1,0,— 1); 
(2) ((1,0,1)7>; 
(3) 4B 与 CD 的 交点 ((1,1,0)')，AD 与 BC 的 交点 ((0,1,1)7)， 


。 (1) AB(7,1,—17), BC(0,1,—3)», CD(1,1,1)», AD(]1,1,1), AC(1,1,， 


1»， BD(1,1,— 5»; 
(2) A,C,D. 


， 提示: 用 一 条 线 和 这 四 条 线 相交 得 四 点 ,四 线 的 交 比 等 于 四 点 的 交 比 ， 


从 而 化 为 四 点 的 交 比 的 计算 . 


4. a 二 2, DD 的 坐标 为 ((10,19,3)"). 
$5. t= 一 1, 4 的 坐标 为 (8,27,3). 


(2) 0,zz 的 第 四 调和 线 的 坐标 为 (2,3,1). 


. Pl((1,—1,0)), R((7,13,4)7). 


1 


9 
习 题 5.5 


8 一 10 3 
. (1) | 一 4 一 4 9 | (2) ((7,8,6)'); 


6 0 —6 
(3) ((4,3,—1)'); (4) (5,—10,6); 
(5) (—1,1,2). 
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c 一 ( 

ap cn rz 0 0 

cz b, = y | -em 

as b3 cs 0 0 z 

6. 不 动 点 ;〈(ci 十 czyclycz) ) (clycz 不 都 为 0) 和 ((1,1,2)7); 
不 动 线 : (2ci,2cz, 一 ci 一 cz》 (ciycs 不 都 为 0) 和 (1, 一 1, 一 1). 

7. (1) 是 ， (2) 不 一 定 是 . 


8. (1) c 十 d 关 1, 并 且 c,d 都 不 为 0; 
(2) c=d=1. 


4. —6b , 9 asbsc 都 不 为 0. 
C 


习 题 5.6 


2. Ty— yz=0, 
3. 2 十 2 光一 3zy 一 4zz 十 2yz 一 0. 
4. xz:—4y: 二 8yz=0. 
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